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Giudizii su la prima edizione

. Merct 1l Trattatd del professor Cappato, 1o studio di
guesta scienza tomerd, a nostro giudizio, non solo facile ma
piacevole a glovani alunni che si applicano a questa disci-
plina;, onde possiamo conchiudere che V'egragio autore ha
30 un servigio alla scuola o alla scienza.

La Pubblica Istrusione, Venezia, sabato 26 ottobre 1867, n. 29.

11 sussidio del calcolo, 11 metodo rigorosamente scolastico,
¢ Vordine logico o tazionale delle maferie rendono questo
tratfato breve, agevole, utile all'insegnamento.

La Civilta Cattolica, Roma, fasc. del 7 marzo 1868, pag. 599.

... I’ egrezio autore siha proposto di rendere lo studio
della Geometria non solo facile & diletisvole, ma anche som-
mamente educativo della ragione; ¢ per la chiarezza delle
espressioni, per Vordinamento della materia in teoremi, pet
1a connessione loto & Y'applicazione ad uiili problemi ha
conseguito lodevolmente il suo inftento.

La Scuola e la Famiglia, Genova, 30 aprile 41868, n, 18, pag. 287.




PREFAZIONE

L’ insegnamento geometrico nelle scuole classiche
secondarie non ha e non deve avere per iscopo di
avviare i giovani che vi concorrono a divenire poi
altrettanti geometri od architetti; ma si di educarne
la ragione, attivarne la riflessione, e svolgerne I'in-
telletto, onde avranno a servirsi nei rimanenti stu-
dii, negli impieghi che assumeranno, e nel corso
stesso ordinario della vita. Epperd € necessario che
in esso le quantith geometriche siano disposte con
ordine e connessione secondo la genesi loro e rap-
porti, senza salti, andirivieni, intromesse; le dimo-
strazioni siano brevi, agevoli, dirette, quanto & possi-
bile, sicché mentre soddisfano alla ragione illuminino
anche U intelletto; e la esposizione comprenda tutti
i veri che Vanalisi di quelle presenta, senza intro-
durvene degli estranei che essa esclude. Di questo
modo linsegnamento sard mezzo -efficacissimo a
formare la menfe dei giovani, e una vera logica
pratica, il cui frutto & durevole, perché anche ces-
sata la cognizione di quei veri lo spirito non cessa




onde la mente fu informata: altrimenti quello ri-
mane frustraneo.

Su tal disegno ¢ con questa mira sono redatti
questi elementi, dove I’ esposizione va seguitando
passo passo la genesi e i rapporti delle quantita, con-
siderate dapprima ciascuna in sé stessa ene i suoi ele-
menti, e poscia raffrontata con altre; le dimostrazioni
sono al possibile semplificate, brevi, dirette, qual-
che volta nuove o dapprima tentate invano; le teorie
ben distinte, contenenti non solo la dimostrazione
delle proposizioni dirette, ma ancora delle Ioro con-
trarie, con che le reciproche sono rese evidenti, e
molti teoremi ridotti a corollarii; e le siesse sono
spesseggiate da scolii, che ne mostrano T'ordine, la
connessione , la compitezza o anche 'uso pratico.
L’ ordine dei medesimi vuole che le necessarie de-
finizioni ed assiomi sianc collocati dove ne occorre
il bisogno, ed i problemi rimandati infine di ogni
teoria; e lo scopo loro consiglid di omettere le fa-
c¢ili nozioni per dare campo ai giovani di conce-
pirle colla propria riflessione, e all’ insegnante di
suscitarle nella loro mente con opportuna dimanda
0 suggerirle.
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GIUDIZII SU GLI BLEMENTI DI EUCLIDE

E RAFFRONTO CON QUESTI

« Gli elementi di Euclide sono stati insegnati esclusi-
vamente per parecchi secoli in tutte le scuole di ma-
tematiche, e sono anche oggidi (cioé quando I’ autore
seriveva) tenuti in Inghilterra come un libro classico
in tutte le universitd di quel regno. Si sono fatti di-
versi rimproveri a quest’ opera, della quale perd non si
sono potuti negare i sommi pregii. Si & riconosciuto
che essa manca di quell’ ordine che facendo nascere
per quanto & possibile le proposizioni le une dalle altre,
pone in evidenza le analogie che le legano, solleva la
memoria e prepara lo spirito alla ricerca della verita.
Si & trovato che le dimostrazioni sono talvolta troppo
lunghe, indirette e intralciate, e che i principianti con
difficoltd tengono loro dietro. Ma ¢ forse questa una
conseguenza necessaria del metodo rigoroso sanzionato
dall’ unanime consenso degli antichi geometri ed al quale
si & conformato Euclide. Senza dubbio si & avuto ragione
nei trattati moderni elementari di rendere la scienza
pitt accessibile. » (Montferrier, Dizionario delle scienze
matematiche, articolo EUCLIDE.)

« Abbenché sia scorso poco tempo daccheé il profes-
sor Hirst, il sig. Wilson ed altri espressero la loro
opinione rispetto alla inettitudine degli elementi di Eu-
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» clide come libro @ introduzione allo studio ‘della geo-
» metria, pure parecchi trattati sono di gid comparsi a
» competere il posto di cui quell’ antica e per si lungo
» tempo onorata opera ha tenuto fino ad oggi il mono-
» polio. » (Educational Times di Londra.)

<« La teoria delle parallele fu I’ antica croce della geo-
» metria, la quale coi metodi finora seguiti non poteva
» esser vinta. » (Baltzer, Elementi di matematica, parte IV,
prefazione.)

« In questa appendice per amore di brevitd e per ren-
» dere nel medesimo tempo pilt facile ai giovani studiosi
» il proseguire da sé nello studio della geometria, adotte-
» remo i metodi, il linguaggio e le notazioni che si tro-
» vano adoperate nei libri moderni di- questa scienza, »
(Elementi di Euclide. Firenze, 1868.)

Cosi mentre gli elementi di Euclide in Francia farono
dismessi da lungo tempo, in Inghilterra si tenace dei suoi
usi antichi van dismettendosi, e in Germania si riconosce
non potersene sostenere la teoria delle parallele, tra noi
se ne prescrive I’insegnamento del primo libro nei Gin-
nasii e degli altri nei Licei; e si metton fuori con quella
ingenua dichiarazione dell’appendice.

Ma per vederc quanto siano giusti quelli giudizii, e
con che pro tra noi si rimonta all’Euclide, basta per
poco esaminarne il primo libro.

Definizione IV. La linea retta & quella che ¢ situata
ugualmente rispetto a tutti i suoi punti.

Osservazione. I termini di questa definizione fan quasi
pensare che la linea sia altra cosa dall’insieme de’ suoi
punti, giacché la situazione rispettiva & di cose distinte.
Euclide dice: — que ex eequo suis interiicitur pun-
ctis —; e vuol dire — che & situata ugualmente, ossia in
dirittura, coi suoi punti estremi, e in altri termini — che
mantiene la stessa direzione in tutta la sua lunghezza.
(Vedi 1 nostri pag. 5, num. 1.)

Definizione VII. La superficie piana & quella che & si-
tuata ugualmente rispetto alle sue linee rette.
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Osservazione. Oltreche ricorre I'osservazione precedente,
& troppo vaga espressione — alle sue linee rette. —
Euclide dice — quée ex tequo inter suas lineas jacet —;
e vuol dire che & in dirittura colle sue linee estreme,
ossia che mantiene la stessa direzione in tutta quanta la
sua estensione. Che tale sia la schietta indole tanto della
linea retta, quanto della superficie piana, ¢ mostrato dalla
loro genesi. La prima ¢ originata da un punto, la seconda
da una linea retta che scorrono sempre nella stessa di-
rezione lasciando traccia dietro di se.

Definizione VIII. Angolo piano & I’ inclinazione di due
linee che s’incontrano in un piano e non sono poste di-
rittamente fra loro.

Osservazione. Tutti convengono, che un angolo diedro
si misura dall’angolo piano che formano due rette con-
dotte rispettivamente sulle due faccie di quello da un
punto della loro intersezione perpendicolarmente a questa:
dunque ben diversa da quella & la natura e la definizione
dell’angolo piano. (Vedi pag. 103, num. 178.)

Definizione XIX. Segmento di cerchio & una figura con-
tenuta dalla linea retta ¢ da una porzione (arco) della
circonferenza.

Osservazione. Anche il diametro ¢ una linea retta, e la
meta della circonferenza & una sua porzione: dunque
perché non si avesse a confondere il segmento col semi-
cerchio bisognava specificare la linea retta, come si & fatto
colla porzione di circonferenza, e non aspettare a speci-
ficarla nella definizione VI, libro III. O piuttosto perche
non dire coi moderni — & la porzione di cerchio com-
presa tra un arco e la sua corda —? (Vedi pag. 90,
coroll. 1.9

Definizione XXXV. Le linee parallele o equidistanti sono
quelle le quali essendo in un medesimo piano ¢ prolun-
gate indefinitamente dall’una e dall’altra parte non si con-
giungono mai insieme.

Osservazione. 1l paralelhsmo non ha laogo tra linee qua-
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lunque, ma solamente tra le linee rette; epperd Euclide
dice: — parallele recte linee sunt, que, ete. — Inoltre
I termini parallele o equidistanti non sono sinonimi, come
par che si supponga. Il primo esprime la natura, il se-
condo una proprietd di queste rette. A proposito Hohen
nella sua nota 248 al libro primo di Polibio dice: — II
greco antipardgontes indica due movimenti, Puno di rin-
contro anti, e I’altro nella stessa direzione e come dicesi
parallelo para —, e cid ripete nella nota 190 al libro se-
sto: cioe il sinonimo di rette parallele & rette aventi la
stessa direzione. Che poi le parallele siano equidistanti in
tutta la loro Junghezza ¢ una proprieta da dimostrare,
ossia un teorema, ¢ non una definizione. Da ultimo una
buona definizione deve essere convertibile; ma chi dira
che un ramo iperbolico col rispettivo asintoto, i quali
comunque prolungati non possono congiungersi mai in-
sieme, sieno paralleli o equidistanti 9

Postulato V. Se sopra due linee rette cadendo una terza
retta fard gli angoli interni da una medesima parte, la
cui somma sia minore di due retti, quelle linee prolun-
gate all'infinito concorrono insieme da quella parte, dove
gli angoli valgono meno di due retti.

Osservazione. L’espressione — quelle linee prolungate
all’infinito concorrono insieme — contiene due concetti,
che mutuamente si escludono, cioé¢ I’infinito esclude il
concorrere, € questo esclude Vinfinito. Parimente il po-
stulato ¢ di cosa evidentemente facile a effettuarsi; ed
invece quel prolungamento all’infinito, non che difficile,
¢ impossibile: epperd quello non & un postulato, ma un
teorema, che altri difatti si ingegnarono pitt o meno fe-
licemente di dimostrare.

Assioma VIII. Quelle grandezze che si possono far coin-
cidere I'una sull’altra sono eguali.

Osservazione. Si dimanda come possano conciliarsi con
questo assioma le espressioni, per esempio, delle propo-
sizioni 4% e 47: cioé come un triangolo possa dirsi uguale
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ad un parallelogrammo, i quadrati dei cateti uguali a
quello dell’ipotenusa , i quali sovrapposti non possono
coincidere 2 Perché non chiamar queste quantita, anziche
uguali, equivalenti con maggior proprietd di linguaggio?
L’equivalenza importa solamente paritd di estensione,
mentre Puguaglianza comprende anche la similitadine di
forma, e quindi la possibile coincidenza. (Vedi pag. 33,
Eguivalenza.)

Proposizione. VI. Se due angoli di un triangolo sono
uguali, eziandio i lati che sono opposti agli angoli uguali
saranno ira loro uguali.

Osservazione. La dimostrazione ¢ mancante; giacche per
provare che ¢ il lato AB == AC, non basta aver dimo-
strato che non & AB maggiore di AC, bisogna ancor di-
mostrare che non ¢ AB minore di AC. Inoltre ¢ssa & in-
diretta, come anche molte altre delle proposizioni che ven-
gono in seguito. Siffatte dimostrazioni, perch¢ fan tacer
la ragione senza illuminar Pintelletto, sono, per quanto
¢ possibile, da evitarsi, riserbandole per le proposizioni
reciproche ¢ centrarie ; locché potea farsi dando alle pro-
posizioni un altro ordine anche piu consentaneo alla ge-
nesi ed ai rapporti delle quantith geometriche.

Proposizione XX. La somma di due lati, ecc.

Osservazione.Perche con la dimostrazione rendere oscuro
ci0o che ¢ manifesto per solo la nozione della linea retta?
(Vedi pag. 17, num 23.)

Proposizione XXVI. Se due triangoli hanno due angoli
uguali a due angoli, ecc.

Osservazione. Questa proposizione colla IV e la VIII
sono le sole della teoria sull’uguaglianza di due trian-
goli, mentre la combinazione dei loro rispettivi elementi
a tre a tre presenta sei casi da doversi esaminare. (Vedi
pag. 29, num 52.) La sua dimostrazione & indiretta e man-
cante come la precedente, e quella della ottava abbisogna
di un lemma che poteva risparmiarsi.

Proposizione XXVII. Se una retta cadendo sopra due
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altre rette fa gli angoli alterni uguali fra loro, le due rette
saranno parallele.

Osservazione. (Questa proposizione colle {re seguenti con-
tengono quanto ha riguardo alle parallele, cioé le prime
due quanto riguarda i criterii, e le altre due le proprieta
di esse. Ma prima di tutto questa teoria & mancante, perché,
oltre quei criterii e proprietd, altri rimangono che dove-
vano determinarsi (Vedi pag. 12 Teorie delle parallele);
e poi il maggior difetto, come giustamente avvertirono
il Clavio, il Borelli.ed il Tacquet, & che essa manca di
fondamento, poggiando tutta sulla definizione XXXV, che
abbiamo veduto essere un teorema da dimostrarsi.

Proposizione XXX. Quelle rette che sono parallele ad
una medesima retta sono anche parallele fra loro.

Osservazione. Essendosi messa fra le due rette questa
che serve di termine di confronto, la tesi resta per s¢
evidente, non potendo quelle venire ad incontrarsi senza
passare 'una o Paltra per questa intermedia, cio¢ senza
cessare di essere parallele con essa contro I”ipotesi. Perche
dunque non porla al di fuori di quelle? (Vedi pag. 16,
nun. 22.)

Proposizione XXXIV. In un parallelogrammo i lati e gli
angoli opposti sono fra loro eguali, e la diagonale lo taglia:
per meta.

Osservasione. Qui si entra a determinare le proprieta
dei parallelogrammi, senza punto far parola dei casi, in
cui un quadrilatero puo essere o non essere un paralello-
grammo; cosich¢ la teoria resta mancante della prima e
principale sua parte. (Vedi pag. 20, num. 29.)

Osservazione generale. In questo primo libro, oltreché
manca affatto I’importante teoria delle perpendicolari e
delle oblique, che pur dovrebbe avervi suo posto, anche
le altre sono talmente frammiste e confuse, che i discenti,
a somiglianza di chi si trova in luogo dove non & trac-
ciato il sentiero, dopo compreso un teorema restano la
sospesi senza sapere per dove inoltrarsi, e forse anche
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senza sapere come vi siano pervenuti. Si aggiunge che
il cammino indiretto, o non appianato, o troppo lungo,
per cui talvolta sono guidati, lor toglie animo di prose-
guire in avanti; e se anche proseguano, dopo non si tro-
vano aver percid la mente meglio ordinata: cioé¢ restano
frustrati dello scopo che deve avere I’ insegnaménto della
Geomelria nelle Scuole secondarie. Cosi, ad esempio, nella
proposizione IV loro si propone un caso di uguaglianza
di due triangoli; poi nelle seguenti due si parla di un
triangolo solo; nella VIII si torna a due triangoli; nelle
seguenti fino alla XVII si parla d’ incontro e intersezione
di rette; in questa nuovamente di un triangolo solo fino
alla XXIV, nella quale si ritorna a due. E poi mai uno
Scolio che ne mostri la connessione; ma e come poteva
trovarvi luogo con tanti salti e rimescolamento? (Vedi i
nostri.)

Alla osservazione sul postulato V, ed ora assioma XII,
si contrappone a pag. 38 la annotazione seguente: Sol-
lanto I esperienza ha fatlo conoscere che esso é in accordo
colla realta dei fatti naturali; e si rimanda in appoggio
agli elementi del Baltzer.

Il quale parlando della teoria delle parallele nella pre-
fazione dice: Essa fu la antica croce della geometria , la
quale coi metodi finora sequiti non potea essere vinta, ma
soltanto puo essere decisa dalla esperienza ; giacché dentro al
cerchio di questa ha realmente luogo la geometria ordinaria
come ¢ slala formata dai Greci. Alla pag. 28: Si pud dire
che le parallele sono rette che hanno la slessa direzione e
formano un angolo di grandezza nulla, il cui vertice é infi-
nitamente lontano; definizione loro la pitr precisa. E per ul-
timo alla pag. 29: Le misure pit precise hanno, senza alcuna
eccezione, offerto il risultato che nelle parallele la somma degli
angoli interni ¢ uguale a due angoli retti, e che convergono
verso un punto a distanza finita se della somma sia minore
di due retti. Tutti i tentativi per dimostrare quesla proposi-
zione dovevano mecessariamenle riuscire vani, perché in sé é
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pure ammissibile Pipotesi contraria, cioé che nelle parallele
la somma degli angoli interni sia minore di due angoli retti.

Osservazione. La geometria anche ordinaria lavora sui
concetti ideali, non sulla realth loro oggettiva; ep-
pero fu sempre considerata come scienza puramente ra-
zionale. Nel suo lavorio essa parte da definizioni ed as-
siomi, cioé dalla formolazione dj quelli concetti e dal loro
immediato rapporto razionale, e le sue deduzioni espri-
mono rapporti mediati si, ma razionali come i principii,
da cui derivano. Insomma i concetti e i veri geometrici
sono assoluti e indipendenti affatto dalla loro estrinseca
esistenza. Cosi, p. e., posto il concetto di triangolo retti-
lineo sard sempre vero che la somma dei suoi angoli
vale né pitt né meno di due retti, sia che esista o non
esista un siffatto triangolo. Anzi pud dirsi che la realta
oggettiva dipende dal suo concetto ideale, giacché non
puo esistere altrimenti che quello importa. Che se la geo-
metria fa uso anche di postulati, ciod di verita evidenti
di fatto, di essi si serve soltanto per le sue costruzioni
e applicazioni dei suoi trovati. Da tutto cid si vede che
la geometria ordinaria degli antichi non & altra dalla
astratta dei moderni; e tutto al piit si pud dire che mentre
quella non conteneva che veri parziali e staccati, questa
dopo Cartesio giunse a trattarne in modo seguito, gene-
rale, assoluto.

A prova che la geometria euclidea soltanto per espe-
rienza trovasi in accordo colla realta dei fatti naturali, e
che nella cerchia della nostra esperienza & ristretta la
sua realtd, se ne adduce la definizione delle parallele e
Passioma XII.

A riguardo della prima e per mostrare come essa é
confermata dall’esperienza, Baltzer a pag. 25 dice: da un
punto di un lato entro un angolo rettilineo, si possono
condurre sull’altro prolungato all’ infinito infinite rette
che lo incontrino e infinite che non Io incontrino. La
prima, che non lo incontra, dicesi parallela.
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Qui jo dimando: quel secondo lato prolungato all’infi-
nito ha esso realmente luogo nel cerchio della nostra
esperienza? Io credo che qualunque estensione reale ed
esistente, sia linea, superficie, 0 volume comunque grande,
perché & sempre compresa nell’ infinita dello spazio, sia
essenzialmente finita; solo la sua direzione puo essere
infinita perché ideale come lo spazio. Ecco dunque che
cosi si esce fuori di quella cerchia.

Egli poscia con altri termini chiama parallele le rette
che hanno la stessa direzione, come io pure le ho definite.
(Vedi num. 2.) Ma qui osservo: 1. che malamente prende
il termine stessa nel senso di identica, comune, non ba-
dando che cosi le rette cessano di essere distinte, ma si
confondono in una (ivi). Quando si dice nellastessa direzione
si vuole intendere similmente dirette, allo stesso modo col-
locate mello spazio; con che si vede subito che esse co-
munque prolungate non possono incontrarsi; e per con-
trario collocate in uno stesso piano e prolungate devono
incontrarsi, quando abbiano diversa direzione. 2.° Che
aggiunta: Formano un angolo di grandezza nulle inchiude
un’ assurditd; che se poi con ¢id si vuol dire che ivi 'an-
golo & nullo, allora avendo cosi le rette una direzione
identica si identificano esse pure fra loro contro I’ipotesi.

In quanto poi a quel postulato o assioma che sj vo-
glia chiamare, per cio stesso che & necessaria 1’espe-
rienza per conoscere I’accordo colla realtd dei fatti na-
turali, non ¢ né una cosa né P altra, ma un vero teorema,
che insieme al suo contrario credo di avere dimostrato
nei num. 17 e 18 con sufiiciente semplicitd e precisione
geometrica indipendentemente da qualunque esperienza.

Stante cio si spera che non solo i metodi, i linguaggi
e le notazioni, ma anche i trattati moderni, saranno, come
altrove, adottati.
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CAPOI

LINEE RETTE.

1. Una linea dicesi retta quando mantiene la stessa dire-
zione in tutta la sua lunghezza; cosiché, condotta tra due

punti, ne segna la piu curta distanza possibile; come que-

sta, non pud esser che una né aver con altra simile piu
di un punto comune senza cessar di essere da quella distinta:
nel caso contrario la linea dicesi curva.

Le linee rette raffrontate fra di loro non possono avere
che due specie di rapporti, di grandezza e di posizione: il
primo non pud essere che di eguaglianza o disuguaglianza;
e il secondo di perpendicolarita, obliquita, parallelismo. Sif-
fatti rapporti somministrano le seguenti cinque teorie.

Teoria 4.2

INCONTRO E INTERSEZIONE DI DUE RETTE.

2. Due rette che si incontrano per una delle loro estre-
mitd sotto diversa direzione, formano cio che dicesi angolo
reltilineo; e quando l'estremitd di una incontra l'altra nella
sua lunghezza, se ne hanno due, che diconsi contigui o adja-
centi: se quelle si intersecano, ne formano quattro, che a
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due a due diconsi opposti al vertice , essendo uno formato
dal prolungamento dei lati dell’altro dalla parte di questo.
La grandezza di un angolo dipende unicamente dalla mag-
giore o minore diversitd di direzione dei suoi lati. Due an-
goli adjacenti formati dall’incontro di due retic se sono
eguali, ciascuno di essi dicesi retto; nel caso contrario il
minore dicesi acuto e il maggiore ottuso: e due adjacenti
diconsi complementarii o supplementarii fra di loro, quando
uno aggiunto all’altro forma uno o due angoli retti.

Nell'incontro e intersezione di due rette, qualunque sia,
occorrono i seguenti teoremi o veritd da dimostrare.

3. TeoremMA 1.° Due rette che si incontrano, formano due
angoli adjacenti, la somma dei quali & eguale a due angoli
retti.

n Siano acd, bed i due angoli
d adjacenti: dico che & acd 4~
bed = 2 retti.
Infatti, conducendo ¢n in
w b maniera che formi con ab due
c angoli adjacenti acn,ben eguali,
ossia retti (2), si ha:
acd = acn + den
bed = ben — den

e quindi “acd - bed = acn + ben ;
ma acn - ben = 2 retti:
dunque acd - bed = 2 retti.

Corollario. 1.° Se di due angoli adjacenti uno & retto,
Paltro & pure retto; 2.° se da un punto di una retta e dalla
stessa sua parte si conduce un numero qualunque di rette
in direzioni qualunque, la somma degli angoli che ne na-
scono, & sempre eguale a due angoli retti; 3.° angoli eguali
hanno complementi o supplementi eguali; e viceversa an-
goli aventi complementi o supplementi eguali, sono eguali.

4. TeoreMa 2.° Due angoli adjacenti, la somma dei quali
sia eguale a due angoli retti, sono sempre formati dall’in-
contro di due sole rette, ossia i due lati non comuni for-
mano una sola retta.




Sia acd + bed = 2 reiti:
dico, che ac, bc formano una d
sola retta ab.

Supponiamo che cid0 non /
sia, ma invece che ac formi “° )
una sola retia, per esempio
con cn condotta superiormente
a be: in tal caso si ha (teorema precedente):

acd -+ ned = 2 retti,

n
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e per ipotesi acd -+ bed = 2 relti;
epperd acd -+ ned = acd -+ bed,
ossia ned == bed ;

cioé la parte ncd eguale al suo tutto bed; locché & assurdo:
dunque cn condotta superiormente non pud formare una
sola retta con ac. Allo stesso modo si dimostra che ac non
pud essere una sola retta, per esempio con cn’ condotta in-
feriormente a bc, giacché dalla dimostrazione risulterebbe
n'cd = bed: cioé si avrebbe il tutto n'cd eguale alla sua
parte bed con nuova assurdita. Ma se ac non puod essere
una sola retta con altra che abbia direzione diversa da quella
di be, resta che la sia con questa: dunque due angoli adja-
centi, la somma dei quali sia eguale a due angoli retti,
sono sempre formati dall’incontro di due sole rette.

5. Scolio. Un teorecma qualunque include sempre espli-
citamente o implicitamente due parti, ipofesi e tesi, dalle
quali dipende che un teorema dicasi contenere la diretta o
la reciproca o la contraria rispetto ad un altro, secondoche
in questo le due parti sono state cambiate I’una nell’altra,
o rese ambedue negative: cosi dei tre seguenti teoremi:
— Gli angoli retti sono eguali — Gli angoli eguali sono
retti — Gli angoli non retti non sono éguali — il primo
dicesi contenere la proposizione diretta, il secondo la reci-
proca, e il terzo la contraria rispetto al primo. Da questi
esempi si vede, che pud esser vera la diretta, senza che
siano vere la reciproca e la contraria, perche potendo la
Yesi abbracciare un maggior numero di casi che I’ipotesi,
potrd questa esser vera senza che sia vera quella. Cionon-
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dimeno esse tre specie di proposizioni hanno tra loro tale
dipendenza, che dimostrata la diretta e la contraria, le loro
reciproche restano evidenti,

La dimostrazione di un teorema pud essere di due specie,
direlta e indiretta ; nella prima deve la tesi risultare per
via di ragionamento come conclusione dall’ipotesi; nella
seconda dimostrasi latesi dall’assurdo che seguirebbe quando
essa non fosse vera: cosi & dimostrazione diretia del primo
e indiretta quella del secondo dei due teoremi precedenti.
L’indiretta siccome appaga la ragione, ma non I’ intelletto;
cosi vuol riserbarsi per le reciproche e le contrarie, cioé
dopo aver colla prima dimostrato le loro dirette, come ap-
punto si & praticato in quelli due teoremi, il secondo dei
quali contiene la reciproca del precedente.

6. TeoreMA 3.° Gli angoli opposti al vertice sono eguali.

Siano le due rette ab, cd che
si intersecano nel punto s: dico
che gli angoli asc, bsd opposti
@ } al vertice sono eguali.

Infatti dalla dimostrazione del
1.° teorema si ha:

o

d asc - csh == 2 retti,
csb - bsd == 2 retti;
epperd asc -+ csb = ¢sb - bsd,
ossia asc == bsd.

Corollario. 1.° Se uno dei quattro angoli & retto, i rima-
nenti sono pure retti; 2.° se da un punto preso sopra di un
piano si conduce in questo un numero qualunque di reite
in ogni dirczione, la somma degli angoli da esse formati in-

torno a quel punto & eguale a quattro angoli retti.

Teoria 2.2
PERPENDICOLARI ED OBLIQUE.

7. Nell’incontro di due rette un caso particolare & quello
delle perpendicolari e delle oblique. Esse diconsi fra loro
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perpendicolari, quando formano angoli adjacenti eguali; ed
oblique nel caso contrario. Giova determinarne le proprietd
e i rapporti: al quale oggetto noi chiameremo sottoposta la
retla, su cui insistono una perpendicolare e delle oblique.

8. TeorEmA 1.° Da un punto preso su di una retta non
pud alzarsi che una sola perpendicolare ad essa retta.

Da un punto ¢ preso sulla retta
ab, dico che pud alzarsisolamente d
cd perpendicolare ad essa retta.

Supponiamo che se ne possa
alzare una secondacn: intal caso ¢ A
si ha I’angolo bcn < bed, per- ¢
ché la parte & minore del tutto; ma per ipotesi I’angolo
bed & retto: dunque la retta cn, che forma Pangolo ben mi-
nore del retto, non & perpendicolare ad ab. Lo stesso av-
verrebbe se cn fosse alzata a sinistra di ¢d: dunque da un
punto, ec.

9. Teorema 2.° Da un punto preso fuori di una retta non
si puo abbassare sopra di essa che una sola perpendicolare.

Da un punto n preso fuori della
retta ab, dico che puo abbassarsi
solamente n¢ penpendicolare ad
essa retta,

Supponiamo che se ne possa '

a
abbassare una seconda ns: in tal
caso prolungando la prima di una d
[}

n

n

[}

quantitd cm == nc e la seconda di
una quantita qualunque sd, si trova
che conducendo la retta ms e ri-
piegando intorno ad sc la parte superiore della figura sulla
inferiore, la retta nc coincide con ¢m, ns con sm e quindi
angolo ns¢c = msc; mamsc < dsc e dsc = nsa: dunque an-
golo nsc <nsa, e quindi »s non & perpendicolare ad ab.
10. TeoreMA 3.° Se da un punto preso fuori di una retta
si abbassano su di essa una perpendicolare e delle oblique,
1.° la perpendicolare & pil curta di ogni obliqua; 2.° le
oblique equidistanti dal piede della perpendicolare sono

n



10

eguali e le oblique disugualmente distanti sono disuguali,
cio¢ le piu distanti sono pit lunghe. — Viceversa: 1.° la
distanza piu curta tra quel punto e laretta & segnata dalla
perpendicolare; 2.° le oblique eguali sono equidistanti dal
piede della perpendicolare, e le oblique disuguali ne sono
disugualmente distanti, cioé le pit lunghe ne distano di pi.

1.° Sia nc (figura prec.) una perpendicolare, ed ns una
obliqua alla retta ab: dico che & nc < ns.

Infatti mm & una retta, ed nsm una spezzata tra gli stessi
due punti n ed m, cosicché nm < nsm; ed inoltre nc & metd
di nm, ns & metd di nsm: dunque nc & minore di ns.

2.° Siano da, db due oblique equi-

d distanti dal piede della perpendicolare
dc, cosiché ac ==bc: dico che & pure
de = db.

Infatti, ripiegando intorno a dc la

- parte destra della figura sullasinistra,

a < h ~queste fra loro coincideranno perfet-

tamente, perche I’angolo dca = dcb

per la natura della perpendicolare, e la retla ac = bc per
ipotesi; e percid da = db.

d E siano da, db due oblique dis-
ugualmente distanti dal piede
della perpendicolare dalla stessa

o sua parte, cioé sia bc > ac: dico

b qn che anche db > da.

s a ¢ Dal punto s met della distanza
ba dei piedi delle due oblique alzando la perpendicolare so,
si ha ob = oa (caso preced.); e quindi do - 0b = (do-}-0a) > da.

In simil modo si dimostrerebbe che db > dn situata dal-
Paltra parte della perpendicolare.

Le reciproche sono evidenti; giacché 1.° essere la perpen-
dicolare pia curta di ogni obliqua, segnare il cammino pit
curto tra quel punto e la retta, ed il cammino pia curto
essere segnato da essa perpendicolare & la stessa cosa; 2.° se
oblique eguali non fossero egualmente distanti, e oblique
disuguali non fossero disugualmente distanti dal piede della
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perpendicolare, per la diretta quelle non sarebbero eguali,
e queste non sarebbero disuguali contro I'ipotesi.

Corollario. Da un punto ad una retta non si pud condurre
pia di due rette eguali, né due oblique eguali dalla stessa
parte della perpendicolare. ‘

Scolio. Nelle oblique ’essere eguali, equidistanti dal
piede della perpendicolare, egualmente inclinate ad essa e
alla sottoposta; oppure I’essere disuguali, disugualmente
distanti dal piede della perpendicolare, disugualmente in-
clinate ad essa e alla sottoposta, sono condizioni insepara-
bili; cosiché, posta una di esse, le altre non possono mancare.

11. Teorema 4.° Se dalla meta di una retta sia alzala una
perpendicolare, 1.° ciascun punto di questa dista egual-
mente dalle due estremita di quella; 2.° e un punto che
ad essa non appartenga ¢ da quelle estremitd disugual-
mente distante, cioé pit vicino all’estremity che ¢ dalla
stessa parte della perpendicolare. — Viceversa 4.° qualunque
punto equidistante dalle due estremita di una retta appar-
tiene alla perpendicolare alzata sulla metd di quella; 2.° e
un punto che ne sia disugualmente distante non appartiene
ad essa perpendicolare.

1.° Sia il punto s della perpen-
dicolare cd alzata sulla metd della d
retta ab, e diverso dal suo piede ¢: \g
dico che esso equidista dalle due
estremitd di quella retta.

Conducendo le oblique sa, sb, * C b
queste come equidistanti dal piede
della perpendicolare sono, eguali (10); dunque, ec. Si & detto
diverso dal piede ¢ della perpendicolare, perché quest’ultimo
entra gid nell’ipotesi.

2.° Sia il punto n, preso fuori della perpendicolare e dalla
stessa sua parte colla estremitd b della retta: dico che esso
¢ disugualmente distante dalle due estremita di quella e
piu vicino a quest’ultima estremitd.

Conducendo le rette na, nb, sb, si ha nb < ns 34 sb, e pel
caso precedente sb = sa: dunque nb < ns -}~ sa, ossia nb < na.
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Le reciproche sono evidenti; giacché se un punto equi-
distante non appartenesse, o uno disugualmente distante
appartenesse alla perpendicolare, nel primo caso per la di-
retta esso non sarebbe equidistante, e nel secondo sarebbe
equidistante dalle due estremitd della retta contro I’ipotesi.

Corollario. Una retta avente due punti, dei quali ciascuno
equidista dalle estremitd di un’altra, & perpendicolare sulla
metd di questa.

Scolio. Siccome tuttii punti della perpendicolare cd go-
dono di questa proprietd comune, che ciascuno dista egual-
mente dalle estremita della retta ab; cosi essa dicesi il loro
luogo geomelrico.

Teoria 32
PARALLELE.

12. Diconsi parallele le rette che hanno la stessa direzione.
Cio importa che siano situate sullo stesso piano, altrimenti
non. possono avere la stessa direzione; e che non possano
incontrarsi, altrimenti come aventi un punto comune che
sarebbe quello di incontro, e la stessa direzione, cessereh-
bero di essere distinte.

Nei seguenti teoremi si determineranno alcuni casi par-
ticolari delle parallele, e le proprietd di cui esse godono.

13. TEorEMA 1.° Due rette sono parallele, quando sono
perpendicolari ad una terza situata con esse sullo stesso
piano.

Infatti supponiamo che esse potessero non essere paral-
lele, cioé che prolungate si incontrassero: in tal caso si
avrebbero due perpendicolari abbassate da quel punto di
incontro sopra una stessa retta; locché ¢ impossibile (9):
dunque, ec.

14. TeorEMA 2.° Due rette, una perpendicolare ¢ 1’altra
obliqua ad una terza situata con esse sullo stesso piano,
non sono parallele, cioé prolungate sufficientemente devono
incontrarsi.
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Siano i tre spazii indefiniti
abe, abd angolari, ed abon ret- #| |l
tangolare: & chiaro chelo spa- '
zio angolare abc potrd essere
riempito ben presto ed anche |, —0C
sorpassato dall’ angolare abd \
aggiunto successivamente a s¢
stesso; ma non gia dal rettangolare abon, comunque ag-
giunto a sé stesso, perché si potrd sempre prolungare il
lato b¢ del primo e cosi procurare nuovo spazio da riem-
pire con le successive aggiunte di quest ultimo. Donde si
vede che lo spazio angolare abd & maggior del rettangolare
abon: dunque sovraponendo quello a questo per il loro lato
comune ab, il lato bd del primo dovra passare per quello on
del secondo sufficientemente prolungati, non potendo uscire
per gli altri due lati ba, bo che gia tocca nel punto b; ma
no & perpendicolare e db obliqua alla retta bo; dunque
due rette, una perpendicolare e I’altra obliqua ad una
terza retta situata con esse sullo stesso piano, sufficiente-
mente prolungate devono incontrarsi, e quindi non sono
parallele.

15. TeorEMA 3.° Due rette egualmente inclinate in un me-
desimo verso ad una terza situata con esse sullo stesso
piano, sono parallele.

Supponiamo- che esse non siano parallele, cioé che pro-
lungate possano incontrarsi: in tal caso, come egualmente
inclinate nel medesimo verso alla sottoposta, sarebbero
(10 Scolio) due obblique eguali dalla stessa parte della per-
pendicolare abbassata dal loro punto di incontro sulla terza
retta o sottoposta; ma cid & impossibile (10 Corol.): dunque
due rette, ec.’

16. TeoreEMA 4.° Due rette disugualmente inclinate in un
medesimo verso ad una terza situata con esse sullo stesso
piano, non sono parallele.

Siano ab, c¢d le due rette disugualmente inclinate verse
dritta sulla terza mn: dico che esse sufficientemente pro-
lungate devono incontrarsi, e quindi non sono parallele.
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Conducendo dal punto s la retta
so perpendicolare sopra cd, e per
lo stesso punto la retta py per-
pendicolare ad so, risulta che la
reita ab ¢ obbliqua sopra la me-
desima so, perché¢ da un punto
di una retta non si pud alzare
che una sola perpendicolare, ¢ quindi che delle due rette
proposte una essendo obbliqua e I'altra perpendicolare ad
$0 mon possono essere parallele (14): dunque, cc.

17. TeEoreMA B.° Due rette, che tagliate da una traversale
situata con esse nello stesso piano, formano angoli interni
dalla stessa parte, la cui somma & eguale a due angoli retti,
sono parallele.

Siano ab, c¢d, le due rette, che

"y tagliate dalla traversale mn for-

¢ b mano gli angoli interni dalla stessa

/ parte bos, dso, 1a cui somma egua-

c i d glia due angoli retti: dico che
Z: esse sono parallele.

Per ipotesi bos -+ dso = 2 retti;
ma bos -+ bom = 2'retti: dunque bos 4 dso = bos - bom ,
ossia dso = bom, cioé le due rette proposte sono egual-

mente inclinate nello stesso verso sulla traversale: dunque

sono parallele (13). '

18. TeoremA 6.° Due rette, che tagliate da una traversale
situata con esse sullo stesso piano formano angoli interni
dalla stessa parte, la cui somma é disuguale da due angoli
retti, non sono parallele.

Siano ab, ¢d le due rette

m. proposte. Conducendo pgq
‘l\P\/ 0 perpendicolare a c¢d,.e pel
0 b punto s la retta eo perpen-

/ dicolare a pq, risulta (9) che
c d laproposta ab & obliqua su
q /n. questa, mentre I’ altra pro-

posta c¢d & perpendicolare

e PR MO orer——
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ad essa: dunque le due proposte non sono fra loro pa-
rallele (14).

Scolio. Era necessario rendere esclusivi gli apzidett
criterii particolari delle parallele: perciéo per ciascuno si &
soggiunta la dimostrazione della sua contraria.

19. TeoreMis 7.° Da un punto preso fuori di una rettanon
si puo condurre che una sola parallela ad essa.

Supponendo che se ne possa condurre un’altra, questa
come avente comune colla primamente condotta la direzicne
¢ il punto di partenza si identifica con quella: dunque, ec.

20. TeoreMA 8.° Due parallele tagliate da una traversale
formano angoli interni, o esterni situati dalla stessa parte
della traversale, od interni-esterni-alterni, supplementarii;
angoli alterni-interni, alterni-esterni, e corrispondenti, eguali.

Questo teorema contenendo le reciproche dei precedenti
criterii particolari dimostrati insieme. alle loro contrarie,
resta evidente (8. Scolio).

Corollario. 1.° Se uno degli otto angoli formati dalla inter-
sezione della traversale colle due parallele & retto, gli altri
son pure retti; 2.° le parallele hanno le perpendicclari co-
muni; 3.° gli angoli che hanno i lati rispettivamente paral-
leli sono eguali, se hanno I’ apertura volta nello stesso senso
o in senso opposto; e supplementarii se 1’hanno volta in
senso diverso: in altri termini, gli angoli della stessa specie
sono eguali, e quelli di specie diversa sono supplementarii.

Scolio. Cid0 ha pur luogo nel caso che due angoli ab-
biano i lati rispettivamente perpendicolari. Siano ad esempio
i due angoli abe, dos: copiando
questo in mbn si ottengono i
due angoli retti cbm, abn, che
hanno rispettivamente percom- \ ,, |
plemento gli angoli proposti; e
ciascuno di questi ha per sup- 0
plemento I'angolo diverso doe: b S
cioé anche in questo caso gli c e

angoli della stessa specie sono eguali, e quelh di specie d1-
versa sono supplementarii.

s
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21. TroreMA 9.° Due parallele sono equidistanti in tutta
la loro lunghezza. :
’ . Siano le due parallelle ab,cd :
w m o n___ ), sedai puntimed n della prima
' e dal loro punto di mezzo o,

si abbassano sulla seconda le

P s q d perpendicolari mp, ng, os, que-

ste sono perpendicolari anche

alla prima, perché le parallelle hanno le perpendicolari co-

muni (20. Corol. 2); cosiché ripiegando intorno alla perpen-

dicolare os la parte sinistra della figura su la destra coin-

ciderd il punto m con n, p con ¢, e la perpendicolare mp

con ng: cio¢ le due parallele in essi punti equidistano. Allo
stesso modo cio si dimostra per gli altri: dunque, ec.

Corollario. Le perpendicolari e le parallele comprese tra
parallele sono eguali.

22. TeoremAa 10.° Due rette parallele, ad una terza retta
sono parallele fra di loro.

c

Siano ab, cd parallele con
mn posta fuori di esse: con-
ducendo os perpendicolare alla
c d terza, essa é pure perpendico-
lare alle altre due, perché le

m o Dbarallele hanno le perpendico-
S lari comuni; epperéd le prime
due, come perpendicolari ad os, sono parallele fra loro.

Si & detlo posta fuori, perché se mn fosse tra quelle, la
tesi sarebbe per sé¢ evidente, non potendo esse venire ad

a (1]

incontrarsi senza passare ’una o I’altra per Pintermedia, .

cioé senza cessare di esser parallela con questa coniro
I’ ipotesi.

Tcoria 4.2

+ LATI ED ANGOLI IN UN TRIANGOLO.

Tre rette che si incontrino mutuamente a due a due in
punti distinti, formano cid che dicesi triangolo rettilineo. In
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~ esso contansi sei elementi, tre lati e tre angoli: per riguardo
ai primi dicesi equilatero o isoscele o scaleno, secondoche li
ha tutti, o due, o nessuno eguali: per rignardo ai secondi
reltangolo, ottusangolo, acutangolo, secondoch¢ ha un angolo
retto o ottuso o tutti tre acuti.

Nei seguenti teoremi saran determinati i rapporti di que-
sti elementi, ossia le proprietd di un triangolo rettilineo.

23. TeoreMs 1.° In un triangolo un lato qualunque & mi-
nore della somma e maggiore della differenza degli altri duae.

" Nel triangolo abe un lato qualungque,
per esempio il lato bc ¢ una retia, e
gli altri due formano una spezzata
tra gli stessi due punti b e ¢; ma
quella ¢ minore di questa: dunque L
bc < ab -1~ ac. Questo rapporto pud ¢
scriversi nel modo seguente ab> bc — ac,oppure be>ab — ac :
locché mostra essere un lato maggiore deila differenza degli
altri due.

24. Teorema 2.° In un triangolo se due lati sono eguali,
anche gli angoli opposti ad essi sono eguali, e viceversa:
cioé¢ se un triangolo & isoscele, gli angoli alla base sono
eguali; e se essi sono eguali, il triangolo & isoscele.

Nel triangolo abc sia il lato ab == ac:
dico che & angolo ¢ = b, ad essi op-
posti.

Abbassando dal suo vertice sulla
base la perpendicolare an, i due lati .
vengono ad esserc duce cblique eguali; b w ¢
ma oblique eguali sono egualmente inclinate alla sottoposta
(10. Scolio): dunque, ec. Viceversa: due oblique egualmente
inclinate alla sottoposta sono eguali (ivi): dunque, ec.

Corollario. Un triangolo equilatero & equiangolo, perché
& isoscele sopra ciascuno de’suoi lati; e un triangolo equi-
angolo & equilatero.

Scolio. Se una retta ha tre delle seguenti cinque con-
dizioni: ¢ condotta dal vertice — in un triangolo isoscele —
divide quell’ angolo per metd — & perpendicolare alla base —

Geometria Elementare. 2

a

{2
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divide questa per metd, ha anche le altre due. Cid & evidente
giacché queste condizioni sono puramente traduzione delle
quattro condizioni inseparabili delle oblique sopra notate
(10. Scolio).

25. TroreMA 3.° In un triangolo se due lati sono disuguali
gli angoli opposti ad essi sono pure disuguali, cioé al mag-
gior lato ¢ opposto il maggior angolo; e viceversa.

Ncl triangolo abe sia il lato ab > ac;

A dico che & P'angolo ¢> b, opposti ad
essi lati.
Abbassando la perpendicolare an,
1 le ¢ 1due lati riescono ad essere due obli-

que disuguali, e quindi disugualmente
inclinate alla sottoposta, cioé la minore ac & a questa meno
inclinata (ivi): dunque, ec. Viceversa di due oblique la meno
inclinata ¢ piu corta: dunque, ec.

26. TeoreMA 4.° In un triangolo I'angolo esterno, che nasce
dal prolungamento di un suo lato, & maggiore di ciascuno
interno non adjacente, ed eguale alla loro somma.

Nel triangolo abc prolun-
& gando il lato bc si ha I’an-
W golo esterno acd > a, ¢ b; ed
=a D
Conducendo la retta ¢n pa-
b 3 d rallela al lato ab, si ha I’ an-
golo a = acn, alterni interni;
ma’ I’angolo acd > acn: dunque acd > a; e si ha I’angolo
b = dcn corrispondenti; ma acd > den: dunque acd > b.
Ma acd = acn - den : dunque sostituendo a questi due
ultimi i loro eguali interni si ha ancora acd = a -+ b.

Corollario. 1.° La somma dei tre angoli di un triangolo
vale due angoli retti; 2.° in un triangolo rettangolo i due
angoli acuti sono fra loro complementarii; 3.° un triangolo
non puo avere che un solo angolo ottuso o retto; 4.° cono-

* scendosi due angoli di un triangolo, o almeno la loro som-
.ma, si conosce anche il terzo; 5.° due triangoli che abbiano

due angoli rispettivamente eguali, hanno cguale anche il
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terzo; 6.° dall’essere complementarii i due angoli acuti di
un triangolo rettangolo segue ancora che le inclinazioni di
una obliqua alla perpendicolare e alla sottoposta stanno fra
loro in ragione inversa.

27. Teorema B5.° In un triangolo, se la retla condotta da
un suo angolo alla meta del lato opposto & eguale ad essa
meta, quell’angolo & retlo; e viceversa, se¢ P'angolo & retto
quella ¢ eguale alla metd del lato opposto. '

Nel trangolo abc sia bd eguale
alla meta del lato ac: dico che I'an-
golo b, da cui & condotta, & rello: d
e viceversa.

Infatti nella prima ipotesi i due
triangoli abd e dbc sono isosceli,
cosiché Tangolo a = albd e 'angolo ¢ = dbc; e quindi I’an-
golo a-1- ¢ = ald + dbc, ossia a + ¢ = b = un retto. Vice-
versa: prendendo da questo 'angolo dbc = ¢, resta 'angolo
abd = a; cosiché i due triangoli abd, dbc risultano isosceli,
e quindi la retta bd = ad = cd, ossia essa retta & eguale
alla metd del lato opposto ac, a cui fu condotta.

Seolio. La contraria di questo teorema colla sua reci-
proca essendo evidenti, il triangolo & rettangolo, o acutan-
golo, o ottusangolo in b, secondoché la retta da questo con-
dotta alla metd dell’opposto lato & eguale, o maggiore, o
minore di essa meta.

28. Trorema 6.° La somma degli angoli interni di un po-
ligono convesso vale tante volte due angoli retti, quanti
sono i suoi lati, meno due, oppure tante volte quanti sono
i suoi lati, meno quatiro angoli retti: e quella degli angoli
esterni nati dal pro]unwamcmo de’suoi lati dalla stessa parte
vale quattro angoli reiti.

Condotte dall’angolo a le diagonali, il
poligono abede ne e diviso in triangoli,

0

«

in ciascuno dei quali la somma degli | - /
angoli vale due angoli retti, ¢ quella di e
tutti insieme, ossia quella degli angoli d

del poligono vale sei retti, cio¢ tante
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volte due angoli retti, quanti sono i suoi lati, meno due
lati. Oppure condotte dal punto interno o delle rette a tuttj
I suoi angoli, esso ne ¢ diviso in cinque
triangoli, nei quali la somma degli angoli
b vale dieci angoli retti, cioé tante volte
due retti, quanti sono i lati del poligono;

dalla quale togliendo quattro formatj in-

c d torno al punto o che non appartengono

al poligono, risulta che in questo la somma

degli angoli & pure tante volte due retti, quanti sono i suoi .
lati, meno quattro angoli reti. ‘

Prolungati i suoi lati dalla stessa parte, si trova che cia-

scuno esterno coll’interno adjacente

a . forma due retti, cosiché la somma

di tutti vale dieci angoli retti; ma

quella degli interni vale sei retti

(dimostrazione precedente): dun-

que I'altra degli esterni ne vale
quattro.

Scolio. 1.° Se » sia il numero-
dei lati del poligono, s la somma de’suoi angoli, 27 due
angoli retti, siha s =27 (n — 2) per espressione generale
della prima parte del teorema, ed s = 2 rn — & r per quella
della seconda, le quali in cid solo differiscono, che la mol-
tiplicazione del secondo membro in uno & accennata e nel-
Paltro & effettuata; 2.° sia inoltre m il numero delle diago-

a

(4

—3
nali di un poligono, si ha m = n—(%—) per quelle che
n(n—3
possono condursi da uno stesso angolo, ed m =—(—2——)

per quelle che possono condursi da tutti i suoi angoli.

"Teoria .2
LATI ED ANGOLI IN UN QUADRILATERO.

29. Quattro rette, che si incontrano mutuamente a due
a due in punti distinti, formano cid che dicesi un quadri-
latero, il quale pud essere un parallelogrammo o un trapezio,
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secondoché ha i lati opposti paralleli o ne ha paralleli due
soli opposti. Il primo prende il nome particolare di quadrato,
se ha i lati eguali e gli angoli retti; di rettangolo, se ha gli
angoli retti e i lati opposti eguali; di rombo o losanga, se ha
i lati eguali ¢ gli angoli non retti: il secondo dicesi trapezio
simmetrico, quando i due lati non paralleli sono eguali.

Il raffronto degli otto elementi di un quadrilatero sotto
il loro doppio rapporto, di eguaglianza e di parallelismo,
presenta sei casi, tre per parte dei lati, uno per parte degli
angoli ¢ due per parte insicme dei lati e degli angoli: nei

Iy

quali ¢ da vedere, quando il gquadrilatero &, o non & un

“parallelogrammo; ed in scguito, quali sono le proprieta dei

parallelogrammi.

30. Teorema 1.° Un quadrilatero, che ha i lati opposti-
eguali, & un parallelogrammo. .

Nel quadrilatero abed sia il

lato ab == ¢d, ac = bd : dico che & b
sono anche paralleli, e quindi § s
e

la figura un parallelogrammo.

Dai punti a e d si conducano
due parallele a ¢d, ca, le quali - d
si supponga che si incontrino '
in ¢, si conduca be, e dalla sua metd s, le rette sa, sd. Si
avrebbe (21. Corol) ae == ¢d = ab, de = ac = bd; onde le
relte sa, sd sarebbero (2%. Scolio) due perpendicolari distinte
sul mezzo di be, locché & impossibile (8). Lo stesso acca-
drebbe per aliro punto qualunque del loro incontrarsi di-
verso dal punto b, cioé csse devono necessariamente con-
fondersi con ab e Ud: dunque, ec.

Secolie. Questo teorema contiene la reciproca dell’ altro
direttamente dedotto (21. Corol.) parallele comprese tra pa-
rallele sono eguali: dunque la sua dimostrazione, tuttoché
indiretta, ¢ soddisfacente (5. Scolio).

31. Teorema 2.° Un quadrilatero, che da due lati opposti
eguali e -paralleli, & un parallelogrammo.

Nel quadrilatero abed sia il lato ab eguale e parallelo con
¢d: dico che la figura ¢ un parallelogrammo.
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8i conducano am, nd perpen-

dicolari a ¢d, csse sono paral-

lele perché perpendicolari a

una terza, ed ecguali perché

i d comprese tra parallele; e quindi

am = dm, bn = cm: donde

segue che anche ac = bd, come oblique che s Scoslano

egualmente dal piede della perpendicolare; cosi si ricade
nel caso precedente: dunque, ec.

32. TEOREMA 3.° Un quadrilatero, che ha due la(j opposti

paralleli e gli altri due eguali, pud non essere un paralle-

logrammo.

(44

Nel quadrilatero abed sia qb
@ b parallelo al suo opposto ed, e il
lato ad = be: dico che pud non

essere parallelogrammo.
¢ 5 Prolungando il lato d¢ e ab-
bassando la perpendicolare bs,
si prenda $n = sc, e si conduca Pobliqua b, questa come
equidistante dal piede della perpendicolare con be, & eguale
ad essa e per conseguenza ad ad: cio¢ nel quadrilatero abdn
si hanno due lai opposti paralleli e gli altr due - eguali,

senza che esso sia un parallelogrammo,

33. TEoREMA 4.° Un quadrilatero, che ha gli angoli opposti
eguali, ¢ un parallelogrammo.

Essendo la somma de’ suoj angoli eguale a quattro angoli
retti (28), e per ipotesi gli opposti essendo eguali, ciascuno
di essi con Ialiro adjacente allo stesso lato forma due an-
goli retti; cio¢ i lati opposti formano angoli intern; dalla
stessa parte della traversale, la cui somma & eguale a due
angoli retti: dunque (17) essi sono paralleli, e la figura &
un parallelogrammo.

d

34. TEOREMA 5.° Un quadria-
“ ' b tero, che ha due laii opposti pa-
ralleli e due angoli opposti eguali,
& un parallelogrammo.
e d Nel quadrilatero abed sia il lato
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lati ab, ¢d non siano eguali, e quin-
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ab parallelo col suo opposto ¢d, e angolo b eguale col suo
opposto ¢: dico che anche gli altri due lati sono paralleli, e
la figura. & un parallelogrammo.

Essendo ab parallelo con cd, gli angoli @ e ¢, oppure b e d
formano due retti (20); e gli angoli opposti essendo eguali,
si ha pure a - b, oppure ¢ --d eguale a due angoli retti;
cioé anche i lati ac, bd sono paralleli: dunque, ec.

35. Teoreys 6.9 Un quadrilatero, che ha due lati opposti
eguali e due angoli opposti eguali, & un parallelogrammo.

Nel quadrilatero abed sia il lato
ac = bd e 1'angolo b=c: dico @ b
che questi non possono essere
eguali, quando anche gli altri due

di (30) senza che la figura siaun e ¢ d
parallelogrammo. _

Difatti si prolunghi dalla sua prima estremitd il lato cd,
si abbassi la perpendicolare as: si prenda se == sc, e si con-
duca ae: si ottiene (10) ae = ac == bd, ma & P’angolo ¢ <¢;
cioé non si puo avere eguali i due angoli supposti tali, senza
che ab, c¢d altri due lati del quadrilatero, siano eguali e
quindi (30) senza che esso sia un parallelogrammo.

36. Teoreywa 7.° In un parallelogrammo i lati opposti sono
eguali, e gli angoli opposti sono eguali.

Infatti i lati opposti sono parallele comprese’tra parallele;
e gli angoli opposti hanno ilati rispettivamente paralleli, e
Papertura volta in senso contrario; onde ¢ che i primi sono
eguali (21. Corol), e cosi pure i secondi (20. Corol. 3.%).

37. TroremA 8.° In un parallelogrammo le diagonali si
tagliano mutuamente in due parti eguali.

Sia il parallelogrammo abed. Si
conduca ¢n parallela a sd, dn paral-
lela a sc, e per ultimo si uniscano
i punti s cd n; siottengono cosi i
parallelogrammi csdn, casn, dbsn,
dai quali risulta as = cn = sd, bs =
dn == sc¢; e quindi as == sd, bs = sc,
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cio¢ le due diagonali del parallelogramnio proposto si di-
vidono mutuamente in due parti eguali.

38. Teoremy 9.° In un rettangolo le diagonali sono egualiz
¢ viceversa un parallelogrammo, che ha eguali le diagonali,
€ un rettangolo.

Nel rettangolo abcd si ha diago-

« b nale ad = be. Tnfauti nel triangolo
aberettangolo in asiha as = cs =
bs (27), e pel teorema precedente

¢ d siha as = sd, ps — s¢; e quindi

as = s == bs = ds: dunque as - ds
== bs + cs, ossia diagonale ad = be. Viceversa se ad == b,
metd della prima & eguale a meta della seconda, e quindi (ivi)
gli angoli, tra cui sono condotte, sono retti, cioé il paral-
lelogrammo & un rettangolo. '

39. TeoremA 10.° In un quadrato, e in un rombo, o losanga
non solo si tagliano le diagonali in due parti eguali, ma
anche ad angolo retto, ossia sono perpendicolari.

Sia il rombo abed: dico che in
esso le diagonali formano fra loro
@ h angolo retto. Per la natura del rom-
bo (29) il triangolo abe & isoscele
sulla base bc; ma nel triangolo iso-
scele la retta che unisce il vertice
¢ J colla meta della base & perpendico-
lare a questa, ¢ tale & la retta ad
con be (37): dunque, ec.

Problemi relativi.

40. Un problema qualunque contiene sempre due parti,
dei dati, ¢ un cercato, cio¢ de.le condizioni, merce le quali
Si riesce a dare la risposta ad una dimanda. Cid puo otte-
nersi in due modi, ciod con un processo geometrico, 0ssiz
grafico, ¢ con uno algebrico, ossia analitico, secondo che vi
si presta la natura del problema; e cosi di due sorta puod
essere la soluzione di un problema, geometrica o grafica, e al-
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gebrica o analitica. Sebbene della geometria elementare sia
propria solamente la prima, pure non si ommetteri di dare
qualche esempio anche della seconda.

I problemi saranno ordinati analogamente alle teorie, a
cui si riferiscono, ed in maniera che nelle soluzioni non si
abbia ad usare cosiruzioni non ancora conosciute per le
soluzioni precedenti.

41, Propreya 1.° Bisecare una retta, ossia, dividerla in
due parti eguali.

Sia ab la retta proposta. Con una
apertura di compasso invariata e ~or
maggiore della metd di ab si fa
centro alle due estremitd di essa,
si descrivono due archi che al dis- « : b
sopra si incontrano in ¢, al dissotto
in d, ¢ si congiungono questi colla &
retta ¢d, la quale biseca la pro- N
posta nel punto s (11. Gorol.).

42, ProsLEMA 2.° Bisecare un angolo, ossia dividerlo per
meta.

Siaa Y angolo proposto. Con aper-
tura di compasso invariata si fa
centro in ¢, si tagliano con archi
i due lati nei punti b e ¢, si con-
giungono questi colla retta bc, e
pel suo punto s di mezzo si con- h
duce la retta ae, la quale & bise- - v
cante I’angolo proposto (2%. Scolio).

43. ProBLEMA 3.° Da un punto di
una retta alzare una perpendicolare.

Sia @b la retta, e ¢ il punto proposto. Si prendono dalle
‘due parti di questo le distanze
eguali cm, ¢n: dai punti med ncome
centri con sufficicnte apertura di
compasso si descrivono due ar-
chi al dissopra di ab, che siin- b
tersecano in un punto s: perul- ™ ¢ ™

@

e
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timo si conduce sc, che & la perpendicolare dimandata, perché
il triangolo msn & isoscele, ed sc & condotta dalla meta della
base al vertice di esso (ivi).

44. ProBLEMA 4.° Alzare una perpendicolare ad una estre-

mita non prolungabile di una retta.

Sia a Pestremita non prolungabile della retta proposta ab.
Si descrivono con la stessa apertura
sufficiente di compasso dulle due

d estremitd di essa come centri due
archi al dissopra che si intersecano

0 ) inunpunto d: siconducono le due

rette ad, bd, prolungando quest’ ul-

tima di altrettanto fino in ¢: da ultimo sj conduce ca, che &

la perpendicolare dimandata, giacché essendo ad = b4 — cd,

Pangolo a & retto (27), ¢ quindi ca & perpendicolare ad ab

nella sua estremiti q.

45. ProbLEMA B.° Abbassare da un punto preso fuori di
una retta una perpendicolare sopra di essa. 4

Sia ¢ il punto proposto, ed

< ab la retta. Da esso come cen-

tro si descrive un arco che

tagli la retta proposta in due

o : 5 punti m ed n, e si conduce

T S n al loro punto di mezzo s Ia

retta ¢s, che ¢ la perpendico-

lare voluta, giacché essa ha le sue estremita ciascuna equi-
distante dai punti m ed n gj quella retta (11. Corol.).

46. ProBLEMA 6.° Per un punto preso fuori di una retta

condurre una parellela ad essa,

Sia s il punto proposto ed ab la retta. Per questo si con-

| duce so perpendicolare ad ab,

‘ la retta mn perpendicolare ad
'm‘“‘-'fl‘\\n so: la retta mn & la parallela
dimandata, giacch¢ passa pel
punto proposto, ed & perpen-
@ }  dicolare con ab alla stessa ret-

Y © ta so (13). s

~
~




47, PropLEMA 7.° Costrurre un angolo eguale ad un an-
golo dato. .

Sia @ Pangolo dato. Da un punto m si conduce mn paral-
lela ad ab e la retta ms pa-
rallela ad ac altro lato del-

P'angolo proposto: I’angolo b L7

m & eguale a quello, come
avente con esso i lati paral-
leli e Papertura volta nello [&

stesso senso (20. Corol. 3.9).

48. ProBLEMA 8.° Sopra una retta data costrurre un trian-
golo equilatero o isoscele.

Sia ab la retta data. Con apertura di b S
compasso eguale alla retta data e dalle
sue estremiltd come centri si descri-
vono due archi che si incontrano inc¢:
si conducono i lati ca, cb, e il trian- a b
golo acb & Pequilatero dimandato.

Se poi con un’apertura qualunque I
mvariata siano descritti quei due ar-
chi, e si conducono le rette ca, cb, il
triangolo ach che ne risulta sopra la 1
retta data ab & isoscele.

49. PropLeEMA 9.° Dati tre elementi di un triangolo co-
strurre il triangolo.

Secolio. Siccome, datli i tre angoli, il problema resta in-
determinato; cosi per togliere questa indeterminazione &
necessario che nei tre elementi dati entri almeno un lato.
Quindi il problema non pud presentare che uno dei cinque
casi seguenti: cio¢ che sian dati 1.° tre lati; 2.° due lati e
P angolo compreso; 3.° due lati e un angolo non compreso;
4.° un lato e i due angoli adjacenti; 5.° un lato e due an-
goli, uno adjacente e l’altro opposto,

Nel primo, perché la soluzione sia possibile, secondo cio
che fu dimostrato (23), bisogna che ciascuno sia minore della
somma degli altri due; e nel terzo pud aver luogo una o
due soluzioni, secondoché ’angolo non compreso & opposto
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al maggiore o al minore dei due lati datj. Essendo ovvia
la soluzione del primo, secondo e quarto caso, ci restrin-
geremo a dare quella del terzo e quinto caso.

Siano ab, ac i due lati, e b I’angolo non compreso ed
opposto al minor lato qc.

[/ [{4

@ <
m -~ S b L

Si comincia a costrurre Pangolo m = b, sopra un suo lato
si prende mo = ob, e fatto in 0, con apertura di compasso
eguale ad ac, si taglia Paltro lato dell’angolo m, locché ha
luogo in due punti n ed s; cosicché conducendo le rette
on, os si hanno due triangoli mos, mon che soddisfano al

_problema contenendone tutti i datj.

Riguardo al quinto caso siccome la somma dei ire angoli

“di un triangolo vale due angoli retti, cosi sottraendo da due

retti i due angoli dati si ottiene I altro adjacente, di modo
che si va a ricadere nel quarto caso, per risolvere il quale
basta costrurre sul dato lato due angoli rispettivamente
eguali ai due angoli, adjacente dato ¢ adjacente trovato.
S0. ProsLEMA 10.° Dato un cateto e 'ipotenusa di un trian-
golo rettangolo, costrurre il triangolo.
Sia m il cateto, n Pipotenusa. Si costruisce un angolo
retto &b, si prende

4 m——o o _______sopra un suo lato
la porzione be =m,

n ' e facendo centro in

T T s taglia con una

b < apertura di com-

; passo == n Paltro
lato in a: condotta la retta ac si ha il triangolo abe, che
scioglie il problema.

51. ProBLEMA 11.° Dati due lati e Pangolo intermedio, co-
strurre un parallelogrammo.
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Siano m, n i due lati, e o V’angolo intermedio. Si costrui-
sce 'angolo ¢ = ‘o, sopra un suo lato si prende ca = m,

/4

H1)

() e

¢ Y

sopra I’ altro ¢d = n, dal punto @ con apertura di com-
passo = ¢d, e dal punto d con altra eguale ca si descri-
vono due archi che si incontrano in b: condotte le retie ab,
db, si ottiene il parallelogrammo abcd che si voleva.

CAPO II

FIGURE REXYTILINEE.

Le figure rettilinee, ossia i poligoni, secondoché si raf-
frontano per riguardo alla loro estensicne, o conlorno, o
all’una e all’altro congiuntamente, o finalmente in rapporto
ad altre quantita sia lineari, sia numeriche, presentano quattro
specie di rapporti, cioé di eguaglianza, equivalenza, propor-
zionalita e similitudine; e sulla proporzionalita si fonda il
modo di misurarle: dunque cinque saranno le teorie di
questo capo.

Heoria 1.2
EGUAGLIANZA.

52. Due poligoni si dicono eguali quando hanno la stessa
estensione e il contorno, ossia perimetro similmente fatto,
cosiché sovraposti si coprono perfettamente. Nei triangoli,
raffrontandone a tre atre gli elementi, possono presentarsi
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sei casi, nei quali giova vedere quando quelli siano o non
siano eguali, prima di passare a stabilir I’altro di un poli-
gono qualunque.
53. Troreyms 1.° Due triangoli, che hanno i tre lati rispet-
tivamente eguali, sono eguali.
Nei due triangoli abe, des sia il lato ab — de, ac = ds, bc = es.
Sovraponendo be¢
¢ ,{fl‘“\’q" ades, e dalle estre-
mitd di questo co-
me centri descri-
‘ vendo con aperture
y s c e \¢ dicompasso eguali
' rispettivamente ad
ab, ac gli archi pg, mn , & chiaro che, qualunque direzione
prendano nella sovraposizione gli altri due lai ab, ac, la
loro estremity comune a deve cadere a un tempo sui due
archi; ma ci6 non pud avvenire che nel punto d del loro
incontro, ed estremitd comune dei due lati de, ds, coi quali
I due sovraposti devono pereid coincidere: dunque il trian-
golo abc = des (52).
54. TeorEMA 2.° Due triangoli, che hanno due lati rispet-
tivamente eguali, e ’angolo intermedio eguale, sono eguali.
Nei due triangoli abe, des (fig. preced.) sia il lato ab — de,
ac = ds ¢ l'angolo intermedio a = d. Sovraponendo il lato
ab al suo eguale de, il lato ac deve prendere la direzione
ds, perché I'angolo @ = d e la sua estremita ¢ deve cadere
in s, e quindi il terzo lato be deve coincidere col terzo es
come aventi le estremitd comuni: dunque, ec.
55. TeorEMA 3.° Due triangoli
a che hanno due lati rispettiva-
mente eguali e 'angolo interme-
dio disuguale, hanno il terzo lato
disuguale, cio¢ I’ha pid grande
quello che ha Pangolo intermedio
d maggiore; e viceversa.
b Nei due triangoli abc, acd sia
s ¢ il lato ac comune, il lato ab = ad
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e Pangolo intermedio bac > cad. Bisecando con as I’ angolo
bad ¢ conducendo ds, questa per il teorema antecedente &
eguale a bs; ma ds-+ s¢ > dc: dunque anche bs + sc, ossia
bc > dc, cio¢ il triangolo che ha Pangolo intermedio mag-
giore ha il terzo lato piu grande.

La reciproca & evidente; giacché supponendo che nel
triangolo, che ha il terzo lato pit grande, ’angolo intermedio
non sia maggiore, esso sard minore o eguale all’intermedio
dell’altro; nel primo caso per la diretta di questo teorema
il terzo lato sarebbe minore, e ncl secondo pel teorema
preccdente sarebbe eguale al terzo lato dell’ altro triangolo,
contro ipotesi.

56. Teonrema 4.° Due triangoli che hanno due lati rispet-
tivamente cguali e un angolo non compreso eguale, sono
eguali, se questo & opposto al maggiore dei due lali as-
sunti e possono non essere nel caso contrario.

Nei due triangoli,
abe, des sia il lato ab

a . d
=de, ac = dselangolo
non compreso b= e,
cio¢ retto ¢ quindi op- {\ l\
posto al maggiore dei b e € 3

due lati assunti.

E chiaro che essendo i primi due lati due perpendicolari
eguali e gli altri due oblique eguali, i terzilati, ossia le sot-
toposte devono pure essere eguali. In simil modo con ana-
loga costruzione cio si dimostra per un angolo assunto ot-
tuso o acuto. ‘

Per contrario nei due triangoli ¢
abe. bed sia il lato be comune, il d
lato eb dell’uno = bd dell’altro, e
I’angolo non compreso ¢ pure co- b
mune ed opposto al minore dei due e
lati assunti.

E pure evidente che i due triangoli come porzione uno
dell’altro, non sono eguali. Cio nasce dall’ essere I’altro an-
golo non compreso, ¢ delluno, d dell’altro, di specie diversa
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nei due triangoli, mentre nei due precedenti era della stessa .

specie, cioé qui uno acuto, I’altro ottuso, ivi ambidue acuti;
senza di che l'intermedii e quindi i due triangoli non possono
essere eguali.

CGorollario. Due triangoli rettangoli sono eguali, se hanno
due lati rispettivamente eguali.

-57. TeoremMA 5.° Due triangoli che hanno un lato eguale
e i due angoli adjacenti rispettivamente eguali, sono eguali.

Nei due triangoli abe, des (fig. penult.) sia il lato ab = de,
Iangolo a=d, ) =e¢. Sovraponendo il lato ab al suo eguale
de, il lato ac deve prendere la direzione ds e il lato bc la
direzione es, cosich¢ il punto ¢ che deve trovarsi sulle due
direzioni non pud cadere che sul punto s: dunque, ec.

Corollario. Due triangoli rettangoli sono egnali quando
hanno un lato eguale ed un angolo acuto eguale.

Scolio. Oblique eguali ed egualmente inclinate hanno
perpendicolari eguali.

58. Teorema 6.° Due triangoli, che hanno un lato eguale
e due angoli uno adjacente e Ialtro opposto ad esso lato
rispettivamente eguali, sono eguali. ,

In tal caso anche il terzo angolo nell’uno e nell’altro
sard eguale (26. Corol. 5.%; e quindi, come nel caso prece-
dente, vengono ad avere un lato eguale coi due angoli adja-
centi rispettivamente eguali: dunque, ec.

59. Teorema 7.° Due triangoli, che hanno i tre angoli ri-
spettivamente eguali, possono non essere eguali.

Nel triangolo abc conducendo la retta de parallela alla

sua base, si ottiene I’altro triangolo

a ade, che & equiangolo col prece-

dente, e che cionondimeno, come sua

d e parte, & minore di esso: dunque, ec.

- Corollurio. Nei triangoli eguali a

A e lati eguali sono opposti angoli eguali,
e viceversa.

60. TeoreyA 8.° Due poligoni della stessa specie, che
hanno tutti gli elementi, meno un lato coi due angoli adja-
centi, oppure meno un angolo coi due angoli adjacenti, op-

)
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pure meno tre angoli consecutivi, rispettivamente eguali e
similmente disposti, sono eguali.
Nei due pentagoni abede, mnopq siano tutti gli elementi,

e 1
[ d o p

meno il lato ab nel primo e mn nel secondo coi duc an-
goli adjacenti, oppure meno Pangolo b dell’uno ed n del-
Valtro coi lati adjucenti, oppure meno i tre angoli conse-
cutivi a, b, ¢ di quello, ed m, n, o di questo, rispettiva-
mente eguali e similmente disposti: dico che i due penta-
goni sono eguali.

Sovraponendo questi 'uno all’altro pei loro elementi
rispettivamente eguali e similmente disposti, nel primo
caso si trova che anche ab coincide con mn: nel secondo
che il vertice b coincide con n, giacché ab deve pren-
dere la direzione mn, e ¢b la direzione on: nel terzo con-
ducendo le diagonali ac, mo si trova che queste coincidono
come aventi le estremitd comuni; giacché il punto @ coin-
cide con m, ¢ con o, e quindi i due triangoli abe, mno sono
eguali come aventi i tre lati rispettivamente eguali e simil-
mente disposti: dunque, ec.

Teoria 2.2

EQUIVALENZA.

Due poligoni si dicono equivalenti quando hanno eguale
estensione e diverso contorno, cosiché sovraposti non pos-
sono coincidere.

61. Teorema 1.° Due parallelogrammi di egual base ed
altezza sono equivalenti.

Siano abed, bede i due parallelogrammi aventi la base co-
mune be: dico che sono equivalenti

Geometria Elementare: k4

i
]
!
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Infatti si ha il triangolo abd
- o : d e =dce, come aventi il lato ab
= d¢, db = ec, perche lati op-
; posti di un medesimo parallelo-
P b A grammo, e I’angolo intermedijo
! eguale, perché formato da lati
rispettivamente paralleli con Papertura volta nello stesso
VErso; oppure. sono eguali, come aventii tre lati rispettiva-
mente eguali, per quella stessa natura dei parallelogrammi;
| cosiché si ha I’uno o I’ altro di questi, secondoché si ag-
i giunge il triangolo intermedio dbe all’ uno, o all’altro di
quelli: dunque, ec.

| 62. Teorems 2.° Un parallelogrammo ed un rettangolo di

} , egual base ed altezza sono equivalenti.

La dimostrazione si da come nel teorema precedente.

63. TeoreEMs 3.° Un parallelogrammo & equivalente al
doppio di un triangolo di egual base ed altezza.

Sia abed il parallelogrammo,

@ d ed abe il triangolo di base co-
mune be.

Siccome il triangolo abe &

} pu egualeall’altro acd, come aventi

itre lati rispettivamente eguali,
cioé ab = dc, ad = bc per la natura del parallelogrammo,
ed ac lato comune; cosi la loro somma o il parallelogrammo
¢ equivalente al doppio di ciascuno di essi.

Corollario. Un parallelogrammo gode ancora di questa
proprietd, di esser diviso in due triangoli eguali da una
sua diagonale. :

64. Teorems 4.° Due triangoli di egual base ed altezza
sono equivalenti.

Infatti ciascuno di essi & meta di parallelogrammi di egual
base ed altezza; ma questi sono equivalenti fra loro: dun-
que anche quelli.

65. Teorema 8.° Il quadrato della somma di due rette &
equivalente alla somma dei quadrati delle due rette, piu due
rettangoli formati con esse.
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Siano ac, ¢b le due rette, ed ab la loro somma.

Prendendo am = ac, e condu- i o e
cendo co, mn parallelamente ad
esse, si ha il quadrato as della retta
ac, il quadrato se della retta ¢b, e ™ AL

i due rettangoli mo, nc¢ formati
con esse due retic; ma la somma
loro forma il quadrato ae di ab
somma delle due rette proposte: g b
dunque, ec. ¢

Corollario. Se fosse ac = cb, si avrebbe (ab)* = 4 (ac)?, op-
pure & (cb,*, cioé il quadrato di una retta & quadruplo del
quadrato della sua metd.

66. Teorems 6.° Il quadrato della differcnza di due rette
¢ equivalente alla somma dei quadrati delle due rette, meno
due rettangoli formati con esse.

Siano ab, ¢b le due rette, ed ac la loro differenza.

Prendendo am = ac, e condu-
cendo parallelamente ad esse le ret- d
te ps, mn, e da ultimo pg parallela
a cb, si ha il quadrato as della retta
ac, il quadrato db della retia ab, due
rettangoli dn, qs formati colle due
rette ab e c¢b, ma se si tolgono dal
totale della figura; quei due ret- d y: b
tangoli, resta il quadrato as della
differenza delle due rette proposte: . P 9
dunque, ec.

67. Teorena 7.° Il rettangolo formato colla somma e colla
differenza di duerctte ¢ equivalente alla differenza dei qua-
drati delle due rette.

Siano ab, cb le due rette, an la loro somma, ed ac la loro
differenza.

Formando il quadrato ae della retta ab, il quadrato se-

della revta ¢b, e togliendo dal primo il secondo, si ha per
differenza il quadrato as, pit i due rettangoli bs, ds formati
dalle due rette ac, cb; ma anche il rettangolo dm & formato
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dalle stesse due rette: dunque
d € sostituendo questo al rettangolo
ds si ba quadrato gs, piti regtan-
golo bs, piit rettangolo bm ; ma
queste tre parti formano il ret-
tangolo am della’ somma an e
della differenza ac delle due ret-
a' P n te ab, ¢cb: dunque il rettangolo

formato, ec.

Scolio. Negli ultimi tre teoremi chiamando @ una delle
due rette, e p Ialtra, ed operando coll’ algebra si ha (a - by
=a" 40 - 2qh; (a—b)’=a’+b’—2ab;(a+b) X(a—1b)
=a*— b*: cioé lo stesso risultato ottenuto geometricamente.

68. TronreyMa 8.2 Inun triangoly rewtangolo il quadrato del
lato opposto all’angolo retto & equivalente alla somma deij
quadrati degli altri due latj.

Sia il triangolo abe rettangolo
in a:dico che & he* =gl? - gor

Infatti conducendo am per-
pendicolare alla base be del
triangolo, il quadrato ¢d di que-
sta ne ¢ diviso nei due rettan-
goli bm, ¢m; ¢ conducendo le
due diagonali ad, oc, si otten-
gono i due triangoli abd obe¢
eguali, perché hanno due lati
rispettivamente eguali e Panp-
golo intermedio eguale, ciog ab=ob, bc =bd lati di un
istesso quadrato, e Pangolo intermedio abd =obc formati
ciascuno di un angolo retto e dell’angolo abe; ma il primo
triangolo ¢ meta del rettangolo bm, ¢ il secondo del qua-
drato oa, come aventj |a base comune ed eguale altezza,
perché compresi (ra le stesse parallele: dunque il rettan-
golo bm & equivalenti al quadrato oa. Allo stesso modo sj dj-
mostra che il rettangolo ¢m ¢ equivalente al quadrato an ; ma
i due rettangoli formano insieme il quadrato ¢d: dunque, ec,

Corollario. 1.° In un triangolo retangolo isoscele il qua-
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drato di ciascun cateto & meta del quadrato dell’ipotenusa;

2.° la diagonale di un quadrato ¢ incommensurabile col

suo lato, giacche sta questo a quella come \/1 a \/2, delle
quali’ ultima non pud aversi esatta numericamente: 3.° data
I’ipotenusa e un cateto si trova I'aliro estraendo la radice
quadrata della differenza dei loro quadrati; e viceversa,
dati i due cateti si trova I’ipotenusa estraendo la radice qua-
drata della somma dei quadrati di quelli.

69. TeerenA 9.° In un triangolo ottusangolo il quadrato
del lato opposto all’angolo otiuso & equivalente alla somma
dei quadrati degli altri due lati, pia due rettangoli formati
da uno di essi e dalla projezione dell’altro sopra la dire-
zione di questo. _

Sia il triangolo abc ottusangolo in ¢: dico che & al* ==

ac® - bt 4 2 be X cd.

Infaui nel triangolo rettangolo «
abd si ha ab* = ad® + bd*; ma
ad® = ac* — ¢d* (68. Corol. 3.°),
e bd* = be* + cd* + 2 be X ed |, / d

(63); cosiche sostituendo e facendo €

la riduzione si ha ab* = ac* 4 b¢* - 2 be X cd.
Scolio. Indicando i lati colle lettere dell’angolo oppo-
sto, la perpendicolare ad colla lettera p, e la projezione ¢d
o distanza dall’angolo assunto al piede della perpendicolare
colla lettera d, si ha ‘
c’=p’+(a+d)'

V= -+ a
e sottraendo siha: ¢* — b* = (a 4~ d)* — d*
ossia ¢ — P =aqa'+ 2 ad
e quindi ¢ =a® + b 4+ 2 ad

70. TeoreMA 10.° In un triangolo qualunque il quadrato
del lato opposto ad un angolo acuto & equivalente alla
somma dei quadrati degli altri due lati, meno due rettan-
goli formati da uno di essi e dalla projezione dell’altro so-
pra di questo.
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Sia il triangolo abc¢ acutangolo in
: dico che & al® ="ac* + b¢* —
2 be X ud.
' \ Infatti condottala perpendlcolare
h ¢ 9d si ha ab® = ad® + d*; ma ad
= ac® — ¢d, e Ud* = be* + cd
—2 be X cd; cosnche sostituendo
e facendo la riduzione si ha ab? = ac* 4 be* — 2 be X cd.
Scolio. 1.° Denominando le linee come sopra, si ha:
¢ = p* + (@ — dff

b= p* 4+ d*
e sottraendo si ha: ¢! — b* = (@ — d)* — d*
ossia ¢ =0 — 2 ad

e quindi ¢ = a -V — 2 ad.

2. Le reciproche dei tre
In un triangolo secondoché
0 maggiore, o minore della

ultimi teoremi sono vere: ciod
il quadrato di un lato & eguale,
somma dei quadrati degli altri

due, I'angolo opposto ¢ retto. o ottuso, o acuto, percheé al-
trimenti per la diretta di essi teoremi si andrebbe contro
Pipotesi. .

3.° Se le grandezze dei tre lati siano date, per mezzo di
essi teoremi si trova quella della projezione e della per-
pendicolare. Cosi se nel triangolo abc sia ab = 4m, j¢ =
3m, g¢c = 2m, Pangvlo opposto ad
ab deve essere otluso, perché il
quadrato 16 di quel lato & mag-
giore di 9 4 & somma dei qua-
) d drati degli altri due lati; epperd

si ha:

B = @ -+ T+ 2 bo X cd
16 = & 4- 9 4+ 6 X od

om, 5

a

ossia
donde cd =
e nel triangolo acd si ha:
ad* = ac* — cad?
ad’ = & — (0, B)*
{m 9..

ossia
donde ad =

i

'
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71. TeoreMA 41.° In un triangolo la’ somma dei quadrati
di due lati & equivalente al doppio quadrato della meta del
terzo lato, pit il doppio quadrato della mediana, ossia della
retta condotta alla metd di esso dall’angolo opposto.

Sia il triangolo abc: dico che & ab*+-act == 2 bn® -+ 2an®.

Dal triangolo ottusangolo abn si
ha ab? = an* -4~ bn* 4 2 bn X ns;

e dal triangolo acutangolo acn si |
ha ac® = ant 4+ cn® — 2 cn X ns; \
cosiché sostituendo ed osservando ‘\
che brn = cn, si ottiene come nella b -
tesi ab? + ac? == 2 bu? -} 2 ant s

Corollario. In un pdrallelovmmmo la somma dei quadratl
dei suoi lati & equivalente alla somma dei quadrati delle
due diagonali.

c

A

Heoria 3.2
PROPORZIONALITA’,

Due poligoni che non siano né eguali, né equivalenti,
possono sempre avere un rapporto che dicesi di proporzio-
nalitd, espresso in linee, e talvolta anche in numeri finiti.
Nei seguenti teoremi si determinerd questa specie di rap-
porti per tutti i casi che possono occorrere.

72. TeoreEMA 1.° Due rettangoli di eguale altezza stanno
fra di loro come le rispettive basi; e viceversa due rettan-
goli di base eguale stanno fra loro come le rispettive altezze.

In questo caso pud accadere che le basi, oppure le al-
tezze siano, oppure non siano fra loro commensurabili; con-
vien dunque dimostrare la veritd della tesi per ambedue
queste eventualita.

Siano 1.° I due rettangoli ad, os di eguale altezza e di

o b (1] A&

cln A

o
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basi disuguali commensurabili ¢d, ns le quali stiano fra di
loro come % a 3.

Dividendo queste con P unitd di misura e dai punti di
divisione alzando delle perpendicolari, ciascuno dei due
rettangoli resta diviso in altrettanti rettangoletti eguali fra
loro, come aventi egual base ed egual altezza; cosiché essi
stanno fra loro come i numeri di questi, o come quellj
delle divisioni delle basi, o come le basi esse stesse: dun.
que, ec.

Siano 2.° I due rettangoli ad, os della stessa altezza , e

a b o m

c d

PsT P

di basi ¢d, ns disuguali ed incommensurabili: dico che sta
pure rettangolo ad : os :: base ¢d : ns.

Supponiamo che cid non sia vero, ma che essi stiano tra
loro come base ¢d : np < ms; in tal caso si potrd sempre
avere tra s e p un punto tale ¢, che dia ¢cd commensurabile
con ng; e allora pel caso precedente si ha:

rettangolo ad : og:: base ¢d : ng;
ma per ipotesi rettangolo ad : os :: base cd : np ;
nelle quali proporzioni, essendo comuni gli antecedenti, i
conseguenti fanno proporzione fra loro; cioé si ha:
rettangolo og : os :: base nq : np,
cioé la parte og sta al tuito os come il tutto nq alla parte
np, con manifesta assurditd. Supponendo che i due rettan-
goli stiano tra loro come la base cd : np’ > ns, e ragio-
nando come sopra, risulterebbe la assurdita inversa; co-
siché il quarto termine della proporzione non puod essere di-
verso da quello stabilito nella tesi: dunque, ec.

La stessa dimostrazione vale, quando siano eguali le basi,
giacché rovesciando i rettangoli si possono queste far ser-
vire per altezze, e quindi le altezze per basi.

B
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Corollario. Due parallelogrammi, o un parallelogrammo ed
un rettangolo, o due triangoli della stessa altezza stanno
come le rispettive basi; e viceversa.

73. TeoreMs 2° Due rettangoli disuguali di base e di al-
tezza stanno come i prodotti delle rispettive basi per le
altezze.

Siano i due rettangoli ad,
on di base ed altezza disu-
guale,

Disposti in modo da avere 0f- d
un angolo ¢ opposto al ver-
tice, e compiuto il rettangolo
ec, si ha:
rettang. ad :ec::basecd:co m n
retiang. ec: on::altezz.ac:cn;
moltiplicando le due proporzioni e sopprimendo il fattore
comune ec, si ha:

rettangolo ad : on :: ¢d X ac : co X ¢en,
cioé stanno i due rettangoli come i prodotti delle rispet-
tive basi per le altezze.

Corollario. Due parallelogrammi, o un parallelogrammo e
un reutangolo, o due triangoli di base ed altezza disuguale
stanno come i prodotti delle rispettive basi per le aliezze.

74. TeoreMa 3.° Due triangoli ehe hanno un angolo eguale
stanno come i prodowti dei lati che comprendono questo
angolo.

Siano i due triangoli
abc, den, i quali hanno d
Pangolo a = d.

Rappresentando il se-
condo con aos, ¢ condu-
cendo o¢, si ha (72. Co- b ce "
rollario):

e & h

~

o

-
w

triangolo abc : aoc :: lato ab : ao
triangolo aoc : aos :: lato ac : as;
moltiplicando insieme le due proporzioni, e sopprimendo il
fattore aoc comune ad ambo i termini del primo rapporto si ha
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triangolo abe : aos :: ab Xoac : ao X as;
ma il triangolo aos rappresenta il triangolo den: dunque
triangolo abe : den :: ab X ac : de X dn.
cio¢ i due triangoli proposti stanno come i prodotti dei lati
che comprendono I’angolo eguale,

Scolio. S¢ i due triangoli fossero eguali o equivalenti,
si avrebbe ab X ac = dz > dn; e quindi ab :de:: dn : ac,
cioe i lati che comprendono I’ angolo eguale sarebbero fra
loro inversamente proporzionali,

75. TeorEMA 4.° In un triangolo una segante parallela ad
un lato taglia gl altri due in parti proporzionali; e vice-
versa se taglia duc lati in parti proporzionali & parallela
al terzo.

Nel triangolo abc la segante os sia
parallela al lato be.

Conducendo le diagonali bs, oc, si

6 s ha (64) triangolo bos = cos; e raf-
frontando ciascuno di questi col trian-
b ¢ golo aos si ha (72. Corol.) le propor-
zioni:
trisngolo aos : bos : : ao-: bo
triangolo aos : cos : : as : cs,
nelle quali essendo aos termine comune, e bos = cos, gli
uliimi quautro termini formano proporzione fra di loro,
cioe si ha: ‘
segmento ao : bo : : as : ¢s. .

Viceversa. posta questa proporzionalith, anche i primi
quattro termini di quelle due precedenti proporzioni la
hanno necessariamente fra loro; civé si ha

triangolo aos : bos : : aos : cos,
nella quale proporzione gli antecedenti essendo identici, 1
corseguenti necessariamente sono eguali, o equivalenti; ma
essi non possono essere equivalenti, se non hanno eguale
base ed altezza, ossia se avendo base comune non sono
compresi tra le stesse parallele: dunque, ec.

78. TeoreMs B.° Iu un triangolo la bisecante di un an-
golo divide il lato opposto in parti proporzionali agli altri
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due lati; viceversa la retta, che partendo da un angolo di
un triangolo divide il lato opposto in parti proporzionali
agli altri due lati, & bisecante di quell’angolo.
Nel triangolo alc sia as bisecante dell’angolo a. -
Conducendo bd parallela ad as
e prolungando il lato ca fino ad d
incontrare in d la retta bd, si ha a
(75) ca : ad : : cs : sb, I’ angolo
d == cas corrispondenti,- Yangolo I
dba = bas alterni interni, e I'an- b '
golo bas = cas per ipotesi; ep-
perd si ha Pangolo d = dba, e quindi il lato ad = ab, co-
siché in quella proporzione sostituendo ad ad questo suo
eguale, risulta ¢a : ab :: c¢s : sb, cioéla bisecante as divide
il lato opposto be in due parti proporzionali agli altri due lati.
Per riguardo alla reciproca, siccome per ipotesi si ha
¢s: sb::ca: ab, e per costruzione ¢s : sb : : ca : ad, cosi
per essere comuni in queste due proporzioni i primi tre
termini risulta che i quarti sono eguali, cioé ab = ad, os-
sia che il triangolo abd & isoscele, I’angolo d = dba; ma
Pangolo d = cas, corrispondenti; e dba = bas alterni interni:
dunque cas = bas, e quindi la retta as & bisecantes

Y

S

Heoria 42
SIMILITUDINE. .

T7. Due poligoni si dicono simili allorché hanno gli an-
goli rispettivamente eguali e ilati omologhi, ossia adjacenti
ad essi angoli, proporzionali. Nei triangoli, come in appresso
sard mostrato, non potendo mai trovarsi disgiunte queste
condizioni, basta la presenza di una per alfermare la loro
similitudine. In essi, perché non pud nascere equivoco, si
dicono omologhi anche i lati che sono opposti ad angoli
eguali. Combinando per rapporto a quelle condizioni a tre
a tre gli clementi di due triangoli non possono occorrere
che cinque casi di similitudine, cioé tre per costruzione, e

i
|
|
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due per posizione; anzi propriamente non possono occor-
rere che i tre di costruzione, uno per via dei lati, un aliro
per via degli angoli, ed il terzo per via dei lati combinati
cogli angoli, ai quali riduconsi quelli di posizione, non po-
tendo due triangoli esser simili per posizione, se gia non
sian tali per costruzione.

Determinati tutti essi casi della similitudine di due trian-
goli e quello della similitudine di due poligoni qualunque,
si esporranno le proprieta che per essi ne conseguono.

78. TEOREMA 1.° Due triangoli, che hanno gli angoli ri-
spettivamente eguali, hanno i lati omologhi proporzionali,
€ quindi sono similj.

Siano i due triangoli abe, cde,
nei quali & Pangolo ¢ = d, b ==
dee, bea = ced.

Disposti i due triangoli in ma-
niera che le due basi be, ce for-
| e Mano unasolarelta be, e prolungati

€ i lati ba, ed fino al loro incontro
in n, la retta bn risulta parallela a cd, ne parallela ad ac
(18), e quindi il quadrilatero nacd & un parallelogrammo,
i cuilati opposti sono eguali (36); mastabe : ce : : nd : de
ed ancora bc :ce:: ba : an (78); sicché sostiuendo in
queste due proporzioni ai termini nd, an gli eguali ac, de,
si oftiene be : ce : : ac : de : : ba : de, ciod i due triangoli
di angoli rispettivamente eguali hanno i lati omologhi pro-
porzionali, e quindi sono simili.

79. TeOREMA 2.° Due triangoli, che hanno i lati propor-

zionali, hanno gli angoli
omologhi eguali, e quin-

o
o di sono simili.
Nei due triangoli abe,
den stia lato ab : de : :
b c € ac : dn :: bc : en.
m

Costruendo sulla par-
te inferiore del lato en
il triangolo men avente
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Pangolo men = b, mne = ¢, e quindi ’angolo m = a. Per il
teorema precedente si halatoab :me ::ac: mn :: be : en;
ma per ipotesi si haab :de :: ac : dn :: bc : en, nelle quali
proporzioni essendo comuni gli antecedenti ed eguale I'ul-
tima ragione, si ha me = de, mn = dn; onde & che i due
triangoli den, men, come aventi i tre lati rispettivamente
eguali, sono eguali. Ma il triangolo men & per costruzione
equiangolo col triangolo abc: dunque anche il triangolo
den, il quale avendo per ipotesi con esso proporzionali an-
che i lati, & percio simile allo stesso.

Scolio. 1.° Da questi due teoremi & reso evidente, che
le due condizioni di similitudine sono inseparabili nei trian-
goli: non cosi nei poligoni di maggior numero di lati, po-
tendo avere per esempio in due parallelogrammi gli angoli
ripettivamente eguali senza che i loro lati siano proporzio-
nali, e due quadrilateri avere proporzionali i lati senza che
essi siano fra loro equiangoli.

2.° Due poligoni simili ad un terzo sono simili fra loro;
imperocché dall’essere equiangoli col terzo nasce che lo
siano fra di loro, e dall’aver i lati proporzionali con quello
nasce che I'abbiano anche fra loro.

80. TeoreMa 3.° Due triangoli, che hanno un angolo eguale
compreso da lati proporzionali, sono equiangoli e quindi
simili.

Nei due triangoli abe, den sia il lato ab . de : :“ac : dn
e 'angolo compreso a = d. ’

Rappresentando il
triangolo den con lal- &
tro aos, per Vipotesi
si ha la proporzione
ab:ao:: ac: as, ossia
ab—aqo : ao: : ac —
as : as, e quindi bo : ce
ao: : ¢s : as; cioé la
relta os taglia in parti proporzionali i due lati ab, ac del
triangolo abc, e percid & parallela al terzo suo lato be (75)
donde risulta angolo 0 == b, s = ¢, ed angolo @& comune,

7T
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cioé i due triangoli abe, aos come equiangoli sono simili;
ma quest’ultimo rappresenta il triangolo den: dunque, ec.

81. TeorEMA 4£.° Due triangoli, che hanno i lati rispettiva-
mente paralleli, sono equiangoli, e quindi simili.

Nei due triangoli abe, den sia il lato ab parallelo con de,
ac con dn, e bc con en.

Osservando che i tre angoli nei
due triangoli hanno I’apertura volta
rispettivamente nello stesso senso,
si vede (20. Corol. 3.9, che essi
sono equiangoli fra di loro, e percid
simili.

Lo stesso ha luogo, quando i due

triangoli siano collocati
uno fuori dell’altro, co-

a d
me i due di contro: ciog
si vede che avendo per
ipotesi i lati rispettiva-
e " mente paralleli, e @’al-
b c tronde Papertura degli

angoli volta rispettiva-
mente nello stesso senso essi sono fra loro equiangoli, e
quindi simili.
82. TeoreMA 5.2 Due triangoli, che hanno i lati rispettiva-
mente perpendicolari, sono equiangoli fra loro, e quindi
simili.

Nei due triangoli abe, den sia il
a lato de perpendicolare ad ab, en
a be, nd ad ac.

J Prolungando nello stesso senso

T I lati del triangolo interno fino ad

n incontrare i rispettivamente per-

b = € pendicolari dell’esterno, si otten-

gono tre quadrilateri ad, be, cn,
In ciascuno dei quali due angoli opposti sono retti, ¢ quindi
gli altri due opposti sono supplementarii; ma, per esempio,
nel primo quadrilatero P’ angolo d & anche supplementario

-
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col suo adjacente del triangolo interno; dunque (3. Corol. 3.%)
angolo a del triangolo esterno == d dell’ interno ; e cosi degli
altri: dunque, ec.

‘Lo stesso ha luogo, quando i due ¢
triangoli, come di contro, sono uno \
fuori dell’altro. d

Prolungando i lati dell’ uno fino
ad incontrareirispeltivi perpendico-
lari dell’altro, e conducendo am,
bg perpendicolari entrambe ad ab, ¥ c
esse vengono ad essere parallele con \
es perpendicolare pure a questulti- o] M
ma: onde € che I’angolo pam = edn,
obg = ¢ ; ma I'angolo pam = bac come aventi per complemen-
tario Jo stesso angolo mac; e ’angolo oby = abc come
aventi per complementario uno stesso angolo qbc: dunque
angolo bac = edn, abc =e, e per conseguenza anche an-
golo ¢ =n: dunque, ec.

83. TroneMa 6.° Due poligoni della medesima specie, che
hanno gli angoli rispettivamente eguali e i lati omologhi
proporzionali, meno un lato e i due angoli adjacenti, o due
lati e I’ angolo compreso, o tre angoli successivi, sono
simili. ‘

Nei due pentagoni
abcde, mnors sia 'an-

oloa=m,b=n
§= 0, e stia’ lato e(; b ¢
tsmitab:mn 1z be
:tno ::cd:or;ciog ¢
tuttigliangoli, meno
due, rispettivamente eguali, e tutti i lati, meno uno, fra
loro proporzionali: dico che anche quelli due angoli sono
rispettivamente eguali, e questi due lati sono proporzionali
cogli altri nei due pentagoni.

Difatti condotte le diagonali dai due angoli omologhi g,
ed m, si trova (80), che il triangolo abc & simile con mno,
acd con mor, ed ade con mrs, e similmente disposti: dun-
que, ec.

14
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In simil modo si dimostra il teorema per gli altri due casi.

84. TroreMa 7.° In un triangolo le rette condotte da un
angolo al lato opposto a traverso una retta parallela a que-
sto si tagliano mutuamente colla parallela ¢ col lato in
part proporzionali,

Nel triangolo abe dall’angolo @ siano condotte al lato op-
posto be le rette am, an, ao a
traverso pq parallela ad esso lato.
Si ottengono cosi otto triangoli
che a due a due sono equian-
goli fra loro e quindi simili, ciog
apd con abm, ade con amn, e
cosi di seguito, i quali coi loro
lati somministrano Ia seguente
proporzione continua, cioé ap
tab::ipd ibm::ad tam :: de
mnuiiae:an ::oes: no :: as:ao:isq:oc i:aq: oac,
dalla quale si vede che le rette colla parallela e col lato si
tagliano mutuamente in parti proporzionali.

Scolio. Di questo teorema si fa applicazione a costrurre
la cosi detta scala geomelrica, che consiste in una retta di-
visa e suddivisa in parti eguali, e prende il nome di scals
dei decimi, quando le suddivisioni presentano decimi, cente-
simi, ec., dell’ unita principale assunta. Per mostrare come
essa si costruisce, sia la retta ge divisa, ad esempio, in
quattro parti eguali, ciascuna delle quali rappresenti un

@
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metro: dividendo I'ultima di queste de in cinque parti pure
eguali fra loro, ciascuna di esse rappresenterd un quinto
di metro, ossia 0™, 20. Dai singoli punti di divisione con-
ducendo delle perpendicolari, come du, e delle oblique come
dv, si oltengono cinque triangoli come duv tutti eguali fra
loro, i cui lati sono divisi in parti fra loro proporzionali da
rette parallele ad ae, equidistanti fra loro; cosiché essendo
up = 0™, 20, sard rs = 0, 16, pg = O™, 12, mn, = Om, 08, fq
= 0™, 0% Se dunque col compasso si prenda sopra un di-
segno o carta geografica una distanza qualunque, per esem-
pio o, ¢ si porti sulla scala, si trova che essa rappresenta
la grandezza naturale, o distanza di metri 2, 72.

85. Teoreva 8.° In un triangolo rettangolo la perpendico-
lare abbassata dall’angolo retto sull’ ipotenusa divide il trian-
golo in due simili ad esso e fra loro.

Nel triangolo abc rettangolo
in a sia da questo angolo abbas-
sata sull’ipotenusa la perpendi-
colare an. Si ha ’angolo b co-
mune ai due triangoli abe, abn; ;
Pangolo @ del primo eguale al- b oy o
Pangolo n del secondo, perche :
retti, e conseguentemente il terzo angolo dell’uno eguale al’
terzo dellaltro, i quali percio sono simili e similmente il
triangolo abe ha col triangolo acn I’ angolo ¢ comune, P'angolo
a=mn perché reui, e quindi eguale anche il terzo: ond’ &
che 1 due triangoli parziali sono similj col totale, e quindi
fra loro.

Corollario. 1.° T due cateti son medii proporzionali tra
Pipotenusa ed il segmento di essa adjacente al cateto, ¢
la perpendicolare & media proporzionale tra i due segmenti;
2.° 1 quadrati dei cateti stanno fra loro come i segmenti
adjacenti dell’ipotenusa, giaccheé si ha ab® : ae : : be XX bn
2be X en iz bno:en; 3.2 1] quadrato di ciascun cateto &
equivalente al rettangolo formato collipotenusa e il segmento
adjacente al cateto, e quello della perpendicolare & equiva-
lente al rettangolo formato coi due segmenti; 4.° dall’essere

Geometria Elementare. : 4
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ab* = be X bn, ac* = be X en, addizionando si ha ab* - ac:
= bc X (bn -} cn), ossia ab? 4~ ac* = be?, come direttamente
si & sopra gia dimostrato.

86. TroreMA 9.° I poligoni simili hanno i perimetri propor-
zionali ai lati omologhi, le aree ai quadrati di questi lati, e
sono divisibili dalle diagonali omologhe in egual numero di

triangoli simili similmente disposti.
Siano 1.° I due trian-

goli simili abe, den. Dalla
d loro similitudine si ha:
ab:de::ac:dn:be:en,
e quindi ab -+ ac--be:
1) .o de 4+ dn - en :: ab : de,
T ¢ioe i perimetri sono pro-
porzionali ailati omologhi.
Per la similitudine dei due triangoli essendo
ab:de:ac:dn

a

ed essendo ac:dn ::ac: dn,
componendo si ha ab X ac:de X dn: : dn;
ma (74) abe : den :: ab >< ac: de >< dn:
dunque abe : den : s dny,

cioé i due triangoli stanno fra loro come i quadrati di due

loro lati omologhi.
Siano 2.° I due pentagoni simili abcde, mnors.

Conducendo le diagonali dai due angoli omologhi a ed m,
ciascun pentagono ne resta diviso in egual numero di trian-
goli rispettivamente simili (80): dunque, ec.

87. Trorema 10.° In un triangolo rettangolo il poligono
descritto sull’ ipotenusa & equivalente alla somma dei due
ad esso simili descritti sui due cateti.

o e . e ——
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Sui lati del triangolo rettangolo
abc siano costrutti i pentagoni si-
mili x, y, 2. A
Per il teorema antecedente si ha
iy :z::bct:ab? : ack, ma (68)
bet = ab? + ac*: dunque z=y - z.
Scolio. Lo stesso ha luogo nel
caso che sui lati si costruiscano dei
semicircoli, che son pure figure
simili, le quali, come sard mostrato in appresso, stanno
fra loro come 1 quadrati dei rispettivi diametri. Se il trian-
golo rettangolo & isoscele, non solo
si ha semicircolo = y - z, ma
ancora che togliendo le porzionim, 1
comuni al primo semicircolo rispet-
tivamentecogli altri due, resta trian-
golo abc = lunula y - z, come fu
primamente osservato da Ippocrate di Chio. Da tutto cid si
vede, che il teorema di Pitagora sul triangolo rettangolo si
estende a tutte le figure simili, e fondasi sulla loro propor-
zionalita.

Teoria b2

MISURA DEI POLIGONI.

L’estensione misurata di un poligono dicesi area. A de-
terminarla in un poligono piano si prende per unita dj
misura il quadrato, perché aggiunto a s¢ slesso non lascia
intervallo, e principalmente perché formandosi col solo mol-
tiplicare un suo lato per sé¢ stesso, pud facilmente trovarsi
Parea di un poligono portando quel lato sulla base ed al-
tezza di questo, e facendo il prodotto dei rapporti trovati,
come si mostrera coi seguenti teoremi.

88. TeorEMA 1.° L’area di un rettangolo & data dal pro-
dotto della sua base per I’altezza.
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Sia il rettangolo ac; e sia unitd di misura il quadrato ns.
Per cio che fu stabilito (73) sta rettangolo ac: quadrato

. ac be ab
s T no mn, 0ssjig — = —- —; donde
ns i be XX ab X m, ns no X mn’
% d
m L
b c v n

si vede che il quoziente di superficic o numero di volte che
il quadrato cntra nel rettangolo ¢ eguale al prodotto dei
due quozienti lineari o numeri di volte che il lato del qua-
drato entra nella base e nell’altezza del rettangolo : dunque
per misurar questo basta portare sulla sua base ed altezza
il lato del quadrato, ossia I’ unita lincare, e fare il prodotto
dei quozienti ottenuti. Cosi nel caso nostro si ha § X3 =135
per I'area del retrangolo. _

Scolio. La parola prodotto non ritiene in Geometria lo
stesso significato che in Aritmetica: 1a il prodotto & gene-
ralmente della stessa specie del moltiplicando, qui il pro-
dotto di due linee non & una linea, ma una superficie, e il
prodotto di tre lince non & una superficie, ma un volume.

89. TeorEMA 2.° L’area di un parallelogrammo ¢& data pure
dal prodotto della sua base per la sua aliezza.

Un parallelogrammo ed un rettangolo di egual base e di
eguale altezza sono equivalenti (62); ma nel rettangolo ’area
& data dal prodotto della base per I’altezza: dunque anche
nel parallelogrammo.

90. Teorems 3.° L’area di un triangolo ¢ data dal semi-
prodotto della base per I’altezza.

Un triangolo & meta di un parallelogrammo di egual base
ed eguale altezza (63); ma pel teorema precedente I’ area
di un parallelogrammo si misura dal prodotto della base
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per I’ altezza: dunque in un triangolo essa si misura dal
loro semiprodotto.

Scolio. Siccome un poligono qualunque pud sempre es-
sere diviso in triangoli, cosi per avere la sua area basta
misurare secondo il teorema precedente le aree di qucstl
e farne la somma.

91. TeoREMa 4.° L’area di un trapezio ¢ data dalla semi-
somma dei due lati paralleli moltiplicata per Paltezza.

Nel trapezio ad prolungando la base cd della quantitd de

e

= ab, e conducendo la retta ae, si ottengono i due trian-
goli eguali abs, eds (87), cosiché tramutando il primo al
luogo del secondo, anche il trapezio resta con cio trasfor-
mato nel triangolo equivalente ace, che ha per misura
cd 4 de
9

ossia ab moltiplicata per Paltezza no.

Scolie. Poich¢ la retta ms condotta per la metd dei due
lati non paralleli ¢ eguale alla semisomma dei due paral-
leli, 'area del trapezio ¢ data anche da ms X no.

X no, cioé la semisomma dei lati paralleli cd, de,

Problemi relativi.

92. Proprema 1.° Dividere una retta in un dato numero
di parti eguali.

Sia ab la retta proposta da dividere in cinque parti eguali.
Alla sua estremitd a si
costruisceun angolo ban,
e alla sua estremitd b un
altro angolo abm eguale
al precedente; sopra i
loro lati an, bm cominciando dal vertice si prendono 5 pam
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eguali qualunque; si congiungono con rette i loro punti di
divisione: le rette cosi condotte sono fra loro parallele, e
passando per la retta proposta, la dividono in parti proporzio-
nali a quelle dei due lati an, bm, che & quanto dire in cinque
parti eguali fra loro, come sono quelle di ciascuno di essi lati.
93. ProsLEMA 2.° Determinare il rapporto tra due rette date.
Siano ab, c¢d le due rette date. Siccome unitd di misura
da impiegare nella determinazione di questo rapporto non
pud eccedere in

e .

& 4 lunghezza alcunadi
esse due rette; cosi

c oS si porta la minore

. c¢d sopra la mag-
giore ab per veders se per sorte fosse I'unitd anzidetta; .
ma ¢io fatto si trova che essa vi sta due volte da a in e
coll’avanzo eb; per la stessa ragione si porta questo avanzo
sopra cd, che vi sta una volta da ¢ fino in n con ’avanzo nd;
e (inalmente portando questo sul precedente si trova che
vi sta tre volte; donde si conchiude che nd & Punitd cer-
cata. Riassumendo le misure fatte si ha come appresso:

ah = 2 ¢cd - eb
cd = ¢b - nd
eb = 3 nd;
e quindi risalendo si ha:
nd == 4,
eb = 3,
cd = 4,
ab = {1,

cioé le due rette proposte stanno fra loro come i1 a 4.
94. ProsLEMA 3.° Descrivere un triangolo equivalente ad
un parallelogrammo dato; o vice-
m versa.
Sia ¢m, oppure ¢b il parallelo-
b grammo dato. Nel primo caso si
da al triangolo I altezza op del -
parallelogrammo e doppia base
¢d di quella ¢cn del parallelogram-
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mo; e nel secondo si dd I’egual base c¢d e Paltezza op
doppia di quella sp del parallegrammo o viceversa (63).

95. ProBLEMA 4.° Trasformare un poligono in un altro
equivalente di minor numero di lati.

Sia il pentagono abcde da -trasformare in un triangolo
equivalente. Condotte le diagonali a
ac, ad, e le rette bm, en rispettiva-
mente parallele ad esse, si trova B
il triangolo abc appartenente al pen-
tagono essere equivalente al trian- m o — s
golo amc, e lo stesso del triangolo
aed con and, come aventi base comune e la stessa altezza,
perché compresi tra le stesse parallele; cosiché sostituendo
ai due triangoli appartenenti al pentagono gli altri due
triangoli insistenti sul prolungamento della sua base, quello
resta trasformato nel triangolo amn equivalente.

In simil modo si trasforma un poligono in un altro equi-
valente di maggior numero di lati.

96. ProBLEMA B.° Costrurre un quadrato equivalente alla
somma, oppure alla differenza di due quadrau dati.

Siano m ed n i lati di
due quadrati. Si forma
un angolo retto a: si n
prende sopra un suo lato
la porzione ab=n, e sul-

Paltro la porzione ac = A @
m; per ultimosi condu-

ce bc, che & il lato del quadrato equivalente alla somma dei
due quadrati dati (G8).

Se poi sopra un lato dell’ angolo retto a4 si prende la
porzione ac==m, minore dei due lati dati, e fatlo centro
in ¢ con apertura di compasso = n si taglia I’ altro lato in s,
la porzione as di esso & il lato del quadrato equivalente alla
differenza dei due quadrati dati (ivi).

97. ProBLEMA 6.° Costrurre un quadrato equivalente al
doppio, oppure alla meta di un quadrato dato.

Si prende sui lati di un angolo retto porzione eguale al

A
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lato dato, e si conduce 1’ipotenusa, che sara il lato del qua-
drato doppio; oppure si fa servire di ipotenusa il lato dato
in maniera che dia eguali i due cateti, e allora si avra in uno . .
di questi il lato del quadrato meta (ivi, Corol. 1.°).

93. ProsLeyA 7.° Dividere una retta in parti proporzionali t
ad altre rette date.

Sia la retta ab da

- ] b dividere in tre parti
' proporzionali alle tre

m reute m, n, o.

P — € Da una sua estre-

0 mitd a siconduce ad

angolo la retta ac, si
prendono successivamente sopra di questa partendo da quel
punto parti eguali rispettivamente alle tre rette date, si
unisce I'ultimo punto di divisione coll’ altra estremith b
della retta proposta per mezzo della retta be. e si conducono
alla stessa dagli altri punti di divisione delle parallele a
questa, le quali danno la divisione dimandata, giacché in -
un triangolo, quale sarebbe abe le parallele ad un lato ta-
gliano in parti proporzionali gli altri due, cioé la retta ab
in parti proporzionali colle tre rette date (75). _
99. PropLEMa 8.° Trovare una quarta, una terza, una
media proporzionale ad altre rette date. '
' Siano 1.°le tre rette
m, n,0. Per trovare una

. d e .
“ b quarta proporzionale
\ \ con esse si forma un
m 0 .. angolo qualunque a, si
n € prendono SOpra un suo

lato cominciando dal

verticele porzioni ad=

m, de ==n, e sopra 'al-

tro la porzione ao = o, si conduce do, ed ec parallela con
questa: si ha in oc la retta cercata, giacché¢ si ha m:n
2t 01 oc (ivi). »
Siano 2.° le due rette m, n. Per avere una terza propor-
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zionalecon esse si forma un
angolo come sopra, si pren- ‘( <
dono successivamente sopra P
un suo lato le porzioni ad = g
m, de ==mn, ¢ sopra Paltro la wW———"—"
porzione ao = nuevamente g o———
ad n: per la ragione anzi- ‘
detta si ha m:n::n : os, cloé quest’ullimareita ¢ la terza

proporzionale cercata.
Siano 3.° le due rette m, n. Sopra una retta ab si prende
as=m, ed ab=mn; dal punto

s si alza la perpendicolare sc, A

e fatto centro sulla metd di ab

con apertura di compasso egua-

le a questa meta si taglia la ,
perpendicolare in ¢; si condu- & § 5

cono le rette ac, be, che com-
piono il triangolo abe rettangolo
in ¢, nel quale’il cateto ac resta
medio proporzionale tra il segmento adjacente as==m, e
Pipotenusa ab==n. Se le due rette date fossero as, sb, sa-
rebbe ¢sla loro media proporzionale (85. Corol. 1.9).
Scolio. Per trovare due, tre, ec., medie proporzionali
tra due rette date si hanno al-
cuni metodi meccanici; per e-
sempio, a trovare due medie
proporzionali tra due rette date -
sm, sn, si dispongono queste,
come di contro, ad-angolo retto,
e si costruiscono come nel caso
precedente i due triangoli ret-
tangoli bam, abn, dondc risulta [
sm:oas::as :bs:obs :osn
Parimente per averne tre si dispongono le due rette una
sull’ altra, come di contro; si alzano le perpendicolari ca,
nb costruendo con I’angolo retto sopra diesse i due trian-
goli rettangoli asm, bsc: siccome in questi un cateto & me-
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dio proporzionale tra

il segmento adjacente

e l'ipotenusa, cosi si

ha: sm :as::qgs : g
tiscish:ish:isn. In

m Simil modo se ne pos-
c sono trovare quattro,

: cinque, ec.

100. ProsLEMA 9.0 Sopra una retta data costrurre un pa-
rallelogrammo, o un triangolo equivalente ad un altro pa-
ra'lelogrammo o triangolo dato.

Si prende una quarta proporzionale colla retta data e j
due fattori dell’ area del poligono dato: cosi se m sia la
retta data, g e b quei fattori, ed z la quarta proporzionale,
siavram :a::b: 2 donde m X x=ab.

101. ProBLEMA 10.° Costrurre uu quadrato equivalente ad
un poligono dato.

Si prende una media proporzionale fra i due fattori del-
Parea del poligono dato: cosi se a e b siano i, due fattori
ed z la media proporzionale, si ha ¢ : 2:: 2 : b, e quindi
2*=aXb.

102. ProBLEMA 11.° Esprimere con due rette il rapporto
di due poligoni.

Se questi sono simili, si fanno servire due loro lati omo-
loghi per cateti di un triangolo rettangolo: i due segmenti
dell’ ipotenusa daranno il rapporto eercato (85. Corol. 2.°).

Se essi sono dissimili, si prende una quarta. proporzio-
nale a tre dei fattori delle loro aree; cosi se questi sieno
nell’uno a e b, e nell’altro ¢ e d, prendendo una quarta
proporzionale x ai tre ultimi,

si ha: b:c::d: a,

donde cXd=bXx;

ma aXb:ch::aXb:ch,
ossia a)(b:c)(d::a)(b:b)(:v,
donde eXb:eXd:ia:g:

cioé stanno fra loro i due poligoni come le due rette g ed .
103. ProBLEMA 12° Sopra una retta data costrurre untrian-
golo simile ad un triangolo dato.
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Sia mn la retta data, ed abe il triangolo dato. Si pud scio-
gliere questo problema con ciascuno !dei cinque casi dei
triangoli simili; ma
resta piu facile ser-

« |
virci del primo o del d
quarto; pel primo
dei quali basta for-
mare all’ estremita b cm n

m un angolo eguale
a b e allaltro » un angolo eguale ¢; e pel secondo disporre
mn nella stessa direzione di bc, condurre dm parallela ad
ab, e dn parallela ad ac: in ambidue i casi i triangoli risul-
tano equiangoli tra loro, e quindi simili.
104. ProBLEMA 13.° Sopra una retta data costrurre un
poligono simile ad un altro poligono qualunque dato.
Siano mn la retta
data, ed abcde un
pentagono dato. Con-

p
dotte le diagonali bd, L/_—la

be, si forma come nel \\\ / 1 ¢
problema anteceden- A =l m

te il triangolo mngq
simile con cdb, gno con bde, e finalmente pgo con abe: il
pentagono pgmno & simile al proposto (86. 2.9).
105. ProprLeEMA 14.° Costrurre un poligono simile ad un
poligono dato, che stia con esso nel rapporto di duerette date.
Sia x un pentagono dato, n ed m le due rette date. Colla
somma delle due rette date si forma la retta bc, dal loro

(74

«
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punto s di congiunzione si alzala perpendicolare sa, si forma
sopra be un triangolo rettangolo coll’angolo retto in a, si
prende sopra ab la porzione ad = pq, e si conduce de pa-
rallela a be: si ha nella retta ae il lato omologo di pq; cioé
si haad®:ae*::al® : ac*:bs:cs::n:m; giacche i qua-
drati dei cateti sono proporzionali ai segmenti dell’ipotenusa
(85. Corol. 2.9), e i poligoni simili stanno tra loro come i
quadrati dei loro lati omologhi.

Con la stessa costruzione si determina il lato omologo di
un poligono che sia multiplo, per esempio, che sia quintaplo
di un altro, ciod basta prendere i segmenti dell’ipotenusa
che siano uno quintuplo dell’ altro.

Seolio. La teoria dei poligoni simili serve di fondamento
allarte di levare i piani, cioe di rappresentare sulla carta
la figura di un terreno, di un edifizio, ec. Si scompone
quella in poligoni, e se ne formano sulla carta secondo un
Tapporto qualunque altrettanti simili e similmente disposti.

CAPO III

LINEBE CIRCOLARI.

1l raffronto di queste tanto colle linee reite, quanto fra
loro per riguardo alla rispeitiva posizione da luogo a par-
ticolari rapporti e proprietd, che saranno determinati nelle
seguenti quattro teorie.

Teoria 1.2

INCONTRO DELLE LINEE CIRCOLARI COLLE RETTE.

In questo le linee rette prendono nomi nuovi e acqui-
stano fra loro nuovi rapporti, olire quelli gia veduti ed altri
che mostreranno di avere colle circolari.

106. Teorema 1.° In un circolo, o in circolj eguali i raggi
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sono eguali, i diametri sono eguali, e il raggio ¢ meta del
diametro.

Questo teorema & per s¢ manifesto; giacché la circonfe-
renza ha tutti i suoi punti equidistanti dal punto interno
che dicesi centro, il raggio & una retta condotia dal centro
alla circonferenza, ossia & una di esse equidistanze, € il
diametro & una retta che passa per il centro ed ha le sue
estremita sulla circonferenza, ossia € una doppia equidistanza.

107. Teorems 2.° Il diametro ¢ la retta pia lunga che
possa condursi in un circolo ; e viceversa la retta pia lunga
che possa condursi in un circolo ¢ un diametro.

Nel circolo abc sia condotto il
diametro ab ¢ la retta ac. Condu-
cendo il raggio oc si ha ao+-oc>
ac; ma oc==o0b (106): dunque so-

Qﬁ |
stituendo si ha ao -+ ob, ossia ‘LUL

ab> ac.
La reciproca ¢ evidente, perche
la tesi ¢ Vipotesi hanno eguale
estensione, potendosi difinire il dia-
metro la retta piv lunga che possa condursi in un circolo.
108. TeoreMa 3.° Il diametro divide la circonferenza e il
circolo in due parti eguali.
Nel circolo ambe sia condotto il dia-
metro ab.
Ripiegandointorno ad ab la parte
superiore m sulla inferiore ¢, se que- \
ste non coincidessero, cio avver-

m
rebbe perché nell’una o nell’altra vi b
sarebbe qualche punto della sua
curva non equidistante dal centro;

C .

ma cid e escluso dalla natura di essa
curva: dunque, ec.

109. TronemA 4.° Una retta non pud incontrare una cir-
conferenza in pit di due punti.

Se potesse avvenire altrimenti, siccome quelli punti sa-
rebbero comuni alla circonferenza e alla retta, cosi condu-
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cendo a quei punti dei raggi, si avrebbero piu di due rette
eguali condotte da un punto ad una retta; ma cid & impos-
sibile (10. Corol.): dunque, ec.

110. TeoreMs B.° In un circolo, o in circoli eguali archi
eguali sono sottesi da corde eguali, e archi disuguali da
corde disuguali, cioé il maggiore da una pit lunga; e vi-
ceversa corde eguali sottendono archi eguali, e corde disu-
guali sottendono archi disuguali, cioé la. pid lunga un arco
maggiore.

: 1.° Nel circolo abcd sia I'arco be

= bd: dico che corda bc = bd.
Ripiegando intorno al diametro
ab la semicirconferenza abe, sopra
b Paltra abd, queste coincideranno, co-
siché I'arco bc cuoprira I'arco bd, e
quindi anche la corda bi cuoprira
Paltra bd come aventi le estremitd

d comuni.

2.% Nel circolo abe sia ’arco bc > bd: dico che corda

be > bd.

<

Conducendo il diametro ab, e i

cd due raggi oc, od, si hanno i due

triangoli boc, bod, che hanno due

lati eguali e 'angolo intermedio di-

a L suguale, e quindi (5.5) il terzo lato

disuguale, cioé bc> bd: dunque, ec.

In quanto alle reciproche, essen-

dosi dimostrata la verita della di-

retta e della sua contraria, non &

necessario dimostrarne la veritd, giacché se questo non

fosse, stante la veritd di quelle, nelle reciproche si andrebbe
contro I'ipotesi: locché non pud farsi.

Si & tacitamente supposto che ciascuno dei due archi
fosse minore della semicirconferenza , mentre altrimenti
avrebbe luogo la tesi contraria, cio¢ I’ arco maggiore sa-
rebbe sotteso dalla corda minore, e viceversa.

111. Tgorems 6.° [n un circolo, o in circoli eguali corde
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eguali si scostano egualmente dal centro, e corde disuguali
si scostano disugualmente, cioé la pid lunga si scosta di
meno; e viceversa corde che si scostano egualmente sono
eguali, e corde che si scostano disugualmente sono disu-
guali, cio& quella che si scosta di meno & maggiore.

1.° Nel circolo abd sia corda ab=ad :
dico che esse equidistano dal centro o. a

Abbassando i raggi oa, ob, od, e le ‘
rette on, os perpendicolari sulle due
corde, siccome i due triangoli aob, aod
sono isosceli ed eguali, cosi quelle due
perpendicolari risultano pure eguali;
ma essc segnano la distanza delle due
corde dal centro o: dunque, ec.

2.° Nel circolo abc sia invece corda ab > ad: dico, che
la prima dista di meno dal centro o.

Abbassando da questo sulle due
corde le perpendicolari on, om, si ha
os> on (10), e a pia forte ragione
om > on; ma queste segnano le di-
stanze delle due corde dal centro o:
dunque, ec.

Le reciproche sono vere per la
stessa ragione che quelle del teorema
precedente.

112. Teorema 7.° 1l raggio perpendicolare alla corda di-
vide questa e I'arco sotteso per meta.

Nel circolo abe sia il raggio oc per-

C

pendicolare alla corda ab: dico che d
questa e l'arco abc ne son divisi per
meta.

Conducendo i raggi oa, ob, si ha il
triangolo isoscele abo, nel quale la
base ab & divisa per metd dalla per- @\
pendicolare abbassata dal vertice (24. \
Scolio); e conducendo le due corde ac, =~
be, queste come oblique equidistanti s
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dal piede della perpendicolare sono cguali tra loro, e quindi
anche gli archi da esse sottesi: dunque, ec.

Scolio. Una retta che presenti due delle seguenti quattro
condizioni, cioe passare per il centro, essere perpendicolare
alla corda, divider questa per meld, ¢ |’arco solleso per metd,
non pud mancare di presentare anche le altre due; impe-
rocché due bastano a fissarne-la direzione e a fare che si
confonda col raggio, presentando cosi anche le altre due.

113. Tronrema 8.° Una retta perpendicolare alla estremita
del raggio & tangente al circolo; e viceversa una tangente
al circolo ¢ perpendicolare alla estremita del raggio condotto
al punto di tangenza.

’ Sia mn una perpendicolare alla
estremitd del raggio oc: dico che
essa ¢ una tangente al circolo, cioé

. che lo tocca solumente nel punto ¢.
Infatti conducendo la obliqua os,
siccome questa € pil lunga della

\ perpendicolare, ossia raggio oc, cosi

m > —n il punte s resta fuori del circolo, e

" lo stesso succede per qualunque al-
tro punto di quella retta, ad eccezione del punto ¢: dun-
que, ec.

La reciproca & evidente’; giacché il punto di tangenza
essendo per la tangente il piu vicino al centro del circolo,
questa piu carta distanza non puo essere misurata che dalla
perpendicolare o raggio abbassato a quel punto.

Scolio. Una retta che presenta due delle seguenti tre
condizioni, passare per il centro, per il punto di tangenza,
essere perpendicolare alla tangente, presenta anche la terza,
perché mediante due si confonde col raggio che le presenta
tulte tre.

114. TeoreMs 9.° Una obliqua alla estremitd del raggio non
€ una tangente. .

Sia mn una obliqua alla estremitd del raggio oa, dico che
essa non & tangente. Infaiti abbassando dal centro sopra
di essa la perpendicolare os, questa come piu curta della
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: obliqua oa, ha il suo piede s

interno al circolo, cosiché la
. relta mn, a cui questo punto
, appartiene, dovrd per uscire 0
’ dal circolo incontrar la sua cir-
conferenza in altro punto b, n (
ed esser segante a vece di tan- NS b |
gente. ‘
L15. Teorema 40.° In un circolo le parallele comprendono

archi eguali; e viceversa rette che comprendono archi eguali
sono parallele

—

(@ e

|
|
i
L
> \ !
Nel circolo abd siano ab, c¢d due n |
. parallele: dico che ¢ arco ac = bd. e T d |
. Conducendo il raggio on perpen- / \ |
\ dicolare ad una delle due parallele, —g p b ;
, esso ¢ perpendicolare anche all’al- f
. tro, e gli archi da esse sottesi ne ‘
{; sono divisi per metd, cioe si ha
i arco an = bn, cn = dn, e quindi
. per sottrazione della seconda eguaglianza dalla prima si ha
- arco ac = bd. Viceversa se ac = bd, conducendo il raggio
- perpendicolare alla cd, si ha arco ¢n = dn, e addizionando
le due eguaglianze si ha arco an = bn, eppero anche la
N retta ab & perpendicolare ad esso raggio (112. Scolio): dunque
, le due rette come perpendicolari ambedue al raggio sono
5 fra loro parallele: dunque, ec.
e
s Meoria 22
9 ' .
a INCONTRO DELLE LINEE CIRCOLARI FRA LORO.
n

La posizione rispettiva di due linee circolari dipende ‘evi-
dentemente dal rapporto di grandezza tra la distanza dei
centri e la somma o differenza dei raggi di esse. Questo
rapporto pud presentare sei casi: cioé chiamando d quella

Geometria Elementare, 5 |
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distanza, r ed " i raggi dei due circoli, si pud avere so-
lamente

1°d>r47r o d>r —1¢'
2°d=r-4r 52d=r—1r
30d<r+4r 6 d<r—1r,

dei quali il 3.° e il 4.° devono ‘prendersi insieme, perché
la posizione sia determinata; epperd questa non pud pre-
sentare che cinque casi, che insieme alle loro reciproche e
proprietd che ne derivano sono da dimostrare.

116. Teorema 1.° Se sia d>r -1, i due circoli sono
uno fueri dell’altro senza toccarsi; e viceversa se siano uno
fuori dell’altro senza toccarsi, si ha d > r -~ 1.

(I,\ /\
c r Vi"\\\ 0

n

s’

Nei due circoli m ed n sia distanza dei centri co > ¢r - or’
somma dei raggi: dico che essi devono trovarsi uno fuori
dell’altro senza toccarsi.

Infatti si ha co = c¢r - ro; ma per ipotesi co > cr -~ or”
dunque cr --ro > cr -+ or’, donde togliendo la quantitd ¢r
comune ai due membri della disuguaglianza, resta ro > or’,
cioé il punto r della prima circonferenza ¢ fuori della se-
conda senza toccarla. Lo stesso & di ogni altro punto della
stessa, per esempio del suo punto a; giacché si ha ac - ao
> ¢r -+ ro, donde togliendo le quantita eguali ac, cr, resta
ao > ro, cioé anche il punto ¢ & ancora pit fuori della se-
conda circonferenza.

La reciproca & per sé evidente; giacché I’ esser i due
circoli uno fuori dell’altro senza toccarsi necessariamente
importa che la distanza dei loro centri sia maggiore della
somma dei raggi.
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L17. Teorema 2.° Se sia d =r -+, i due circoli sono
tangenti esternamente; e viceversa se sono tangenti ester-
namente si ha la distanza- dei centri eguale alla somma dei
raggi. )

Nei due circoli m ed n
sia distanza dei centri co
== ¢r -+ or’somma dei rag-
gi: dico che essi sono tan-
genti esternamente.

Atteso che la distanza dei
centri eguaglia la somma
dei raggi, questi alle loro
estremita 7, 7" devono essere tangenti; perd qui solo le due
circonferenze possono toccarsi, percheé se prendasi a cagion
d’esempio il punto ¢ della prima, si vede che ac - ao> cr
=+ or’, cio¢ si vede che il punto @ come pia lontano di ¢
dal centro o non pué esser punto di tangenza, ma resta fuori
della seconda circonferenza.

In quanto alla reciproca tutto si riduce a dimostrare, che

il punto di tangenza non pud trovarsi fuori della retta che
unisce i due centri. In-

fatti supponiamo chesia
fuori di essa, per esem-
pioin a:daquesto punto
abbassando sulla reuta
che unisce i centri la
perpendicolareab sicco-
me i due punti a e b si
trovano in pari condizione per rispetto ai due circoli, cosi
se Pincontro di essi potesse aver luogo in uno di quelli

potrebbe aver luogo anche nell’altro, cioé i due circoli si
taglierebbero mutuamente contro I’ipotesi.

118. TeOREMA 3.° Se sia d < r 4 ' ¢ ad un tempo sia
4> r—r' idue circoli si tagliano mutuamente; e viceversa

se si tagliano mutuamente. la distanza dei centri ¢ minore

della somma e al tempo istesso maggiore della differenza
dei raggi.

3
L
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Sia ¢ il centro e-cr il raggio della circonferenza maggiore
m. Prendiamo a cominciare ‘da ¢ sopra ¢r una distanza co
eguale alla distanza dei cen-
tri, e supponiamo il punto o
esterno alla circonferenza m.
Percheé la distanza dei centri
¢ minore della somma- dei
raggi, deve essere or’ > or;
e perche essa & maggiore
[ della loro differenza’, deve
|

essere or' < om: cioé il punto 1 della seconda circonfe-
renza deve essere interno al primo circolo; e per la stessa
| ragione il punto r della prima deve essere interno al se-
: ‘eondo: dunque essi mutuamente si tagliano.
i La reciproca & evidente, giacché nel triangolo aoc il lato
f oc ¢ minore della somma, e maggiore della differenza degli
| altri due lati (23).
F 119. TeoreMA 4.°Se sia d=1r — 7,1 due circoli sono tan-
genti internamente; e viceversa se sono tangenti interna-
mente, la distanza dei centri eguaglia la differenza dei raggi.
| Nei due circoli m ed n essendo co =
| ¢r—or', ossia or'==c¢r —co, 0 ancura
| or'=or, si vede che essi sono tangenti
, m r' internamente in r7'; ma non altrove, per
esempio ina, giacché ac <ao--co,0ssia ac
<6 —-0r, 0 ancora ac < cr, cioé il punto
a come pit vicino del punto r al centro
¢, fa che i due circoli in esso non possono esser tangenti.
La reciproca si dimostra come quella del 2.° caso: suppo-
, niamo che la tangenza possa aver luogo -
nel punto a fuori della retta che unisce
i due centri; siccome nella condizione
stessa con quello si trova anche il
punto ‘b, cosi anche questo potrebbe
esser punto di tangenza: locché impor-
terebbe I’ intersezione dei due circoli
contro Pipotesi.
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120. TeoneMs 8.° Se sia d <r — ;i due circoli sono
uno dentro dell’altro senza toccarsi; e viceversa se sono
uno dentro dell altro senza toccarsi, la distanza dei centri
é minore della differenza dei raggi.

Nei due circoli m ed n essendo co <
¢r — ort, ossia o' <cer — co, 0 ancora
or' <or, essi non possono esser tangenti
nei punti r, ' ; e tanto meno altrove,
per esempio in a, pil vicino al centro ¢,
che non 7.

La reciproca ¢ evidente dalla ispe-
zione sola della figura; giacché se fos-
sero tangenti internamente la distanza sarebbe eguale; ma
essendo. interni 'uno all’altro senza toccarsi, questa deve
esser minore della differenza dei raggi.

121. TeoreMa 6.° In due circoli che si tagliano, la retta
che unisce i punti di intersezione, & tagliata perpendico-
larmente per metad da quella, che unisce i centri.

Supponiamo di alzare sulla ~
metd s di ab che unisce i &
due punti di intersezione dei
circoli m ed n una perpen-
dicolare, questa passera per
i due centri (112. Scolio): b
dunque, ec.

1$1)

122. Teorems 7.° In due circoli tangenti esternamente. o
internamente la retta che unisce i centri passa per il punto -

di tangenza. 4
Siano m ed n i due circoli: dico. che la retta co che

a

«
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unisce i centri, passa per il loro punto di tangenza s. Con-
dotta per questo punto la tangente ab, e dallo stesso al-
zando una perpendicolare a questa, la perpendicolare pas-
serd per i due centri (ivi), confondendosi cosi colla retta
che unisce i centri: dunque questa, prolungata se fa d’uopo,
risulterd pure passar per il punto di tangenza delle due
circonferenze,

123. TeoreMa 8.° Per tre punti non situati in linea retta
si pud sempre far passare una circonferenza di circolo, ma
non pia di una senza che si confonda colla gia condotta.

Siano a, b, ¢ tre punti non situati nella stessa dirittura. Si
uniscano questi fra loro colle due rette ab, ac, e sulla loro

metd si alzino le perpendicolari md, ne,

o queste dovranno incontrarsi in un punto

0, giacché per non doversi incontrare

m n bisognerebbe che esse fossero ambedue
>0/ perpendicolari ad una sola retta, ossia

e \d bisognerebbe che i tre punti fossero nella

b C Sstessa dirittura, contro la supposizione

fatta. Ora il punto o d’incontro delle due
perpendicolari equidista dalle estremit
delle due rette, sulla cui me'a quelle sono innalzate, ossia
equidista da quelli tre punti, e quindi & centro della cir-
conferenza che pud condursi per essi fre punti. Né puod
condursi per questi altra circonferenza distinta dalla pri-
mamente condotta, perché non pud aversi altro punto d’in-
contro delle due perpendicolari anzidette, né percid altro
centro da quello distinto.
Seolio. Due circonferenze dj circolo, che abbiano comuni
tre punti, o due punti e il raggio, o questo e il centro, sj
confondeno in una.

Teoria 3.0
RAPPORTI E MISURA DEGLI ANGOLIL.

Quanto fu stabilito sull’incontro delle linee circolari colle
rette somministra il modo dj determinare i rapporti o gran-
dezza relativa degli angoli rettilinei, e la Joro misura.
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124. TeoremMa 1.° Gli angoli rettilinei sono proporzionali
cogli archi che li chiudono descritti dal vertice come cen-
tro con raggio eguale.
1° Siano i due angoli
eguali a e b: dico che & arco

o })
cd = en.
Conducendo le corde cd,
en, si ottengono i due trian-
goli acd, ben, che avendo I'an-
golo del vertice con i due . d ¢ n

lati adjacenti eguale, hanno
eguali anche le loro basi, os-
sia quelle corde; ma in circoli di raggio eguale a corde
eguali corrispondono archi eguali (110): dunque, ec.
2. Siano i due an-
goli disuguali ¢ e b:

’ o b
dico che sta angolo
@:b::arco cd : en.
Supponiamo che i
due angoli stiano fra
loro come 3 a 2. Bise- d
cando quest'ultimo, e ¢ € L n

con uno dei due che
ne risultano, trisecando il precedente, restano i due angoli
cosi divisi il primo in tre, e il secondo in due angoli, tutti
eguali fra loro; ma ad angoli eguali corrispondono archi
eguali (dimostrazione precedente): dunque, ec. Cio Ha luogo
anche nel caso, che gli angoli, o archi siano incommensu-
rabili, e si dimostra come nel caso sopra esposlo di due
rettangoli di base o altezze incommensurabili.

Corollario. Un angolo avente il vertice al centro di un
circolo ha per misura P'arco compreso fra i suoi lati.

Scolio. Non essendo esatto il dire, che un angolo si
misura dall’arco compreso, perché essi come quantitd ete-
rogenee Non possono essere I'una misura dellaltra, e perche
ad un angolo potendo corrispondere una infinitd di archi,
potrebbe esso cosi avere una infinita di misure, percid a
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parlar con precisione diremo, che un angolo si misura dal
rapporto che ha con I'angolo retto, e un arco da quello che
ha col quadrante di un circolo; ma che essendo I’angolo
retlo il quarto della somma degli angoli formati sopra un
piano intorno ad punto come vertice comune, e il qua-
drante il quarto della circonferenza descritta intorno a quel
punto preso come centro, si pud nella misura degli an-
goli sostituire il secondo al primo di quei due rapporti
eguali. Cosi I'angolo e Parco vengono ad avere lo stesso
rapporto, il quale non cambia col prolungare i lati del primo
e accrescere Pampiezza dell’altro, mentre con cid si pud
rendere distinte le pia piccole divisioni di un arco, e cosi
misurare con la massima esattezza j pit piccoli angoli.
125. TeoreMA 2.° Un angolo alla circonferenza si misura
dalla meta dell’arco compreso fra i suoi lati.
1.° Sia Pangolo a alla circonferenza, formato dal dia-
metro ac e dalla corda ab: dico che ha
/4 per misura la meta dell’arco cb.
Conducendo il raggio ob, si ha il
triangolo isoscele aob, nel quale P’an-
0 golo a = b, e ciascuno di questi &
AN meta dell’angolo esterno cob, che ha il
[ Vertice al centro del circolo ed ¢ mi-
surato dallarco bc: dunque I’angolo a
4 che ne & metd ¢ misurato dalla meta
di quest’arco.
2.° Sia Iangolo a formato alla circonferenza dalle due
corde ab, ac: dico che & pure misurato
dalla meta dell’arco cb.
Conducendo il diametro an, si ha
per misura dell’angolo ban la meta
I delParco ben, e per quella dell’angolc
? can la meta dell’arco ca: dunque Pan-
golo proposto che ¢ la differenza di que-
n € sti due angoli, ha per misura la meta
- dell'arco ¢b, che ¢ la differenza di essi
due archi. Allo stesso modo cid si dimostra nel caso che

a
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le due corde fossero da parti opposte del centro, o I’an- '
golo fosse formato da una corda e da una tangente. i
126. TeonremA 3.° Un angolo interno ha per misura la se-
misomma, e un angolo esterno la semidifferenza degli ar-
chi compresi fra i suoi lati.
1.° Sia Pangolo interno a, situato cioé fra il centro e la
circonferenza: prolungando i suoi lati
dalla parte del vertice, dico che ha per d o |
be 4 de !
—e
Difatti, condotta la retta en parallela
a dc, si ha I’angolo e = a proposto,
Parco ¢n = de; ma il primo di questi an- ;
goli ha per misura la meta dell’arco bn, os- D |
. be - de .
sia —5— dunque anche il secondo.
2.° Sia I’angolo esterno a: dico che ha per misura

be — de
. arco — a

misura ‘arco

Conducendo en parallela ad ab, si ha
I"angolo ¢ = a, I'arco bn = de; ma
Pangolo ¢ ha per misura la metd del-

Parco ja 2 .
ne, 0ssia ——g—: dunque an-

che Pangolo esterno ¢. In simil modo
cio si dimostra nel caso che quest’ an-
golo fosse formato da una segante e
da una tangente, o da due tangenti.

Teoria 4.2

RETTE DIVISE IN PROPORZIONE ARMONICA
E IN RAGIONE RECIPROCA.

Le rette nella loro intersezione e incontro colle circolari j
presentano il caso particolare di esser divise in propor-
zione armonica e in ragione reciproca.
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127. Una retta si dice divisa in proporzione armonica,
quando & divisa in tre parti tali che la prima sta alla terza,
come I’eccesso della prima sulla seconda sta all’eccesso
della seconda sulla terza. Questa proporzione fu cosi de-
nominata perché tre corde vibranti, le quali abbiano le

4 2 . . . 2
lunghezze 1, &7 3¢ formanti percio la proporzione 1 : =

HHE | -2 ossia‘i'—%—"}—'——

B 3 IR R T

un suono che ¢ in accordo perfetto. Cosi & divisa in propor-

zione armonica la corda

d_ e h ab, perché le sue tre

parti ab, ac, ad danno la

proporzione ab : ad :: ab — ac : ac — ad. | punti a e ¢ ri-

Spetto agli aliri due, e viceversa questi rispetto a quelli
si dicono punti conjugati.

Quattro rette, oa, ob, oc, od che partono da uno stesso

punto o, e che dividono armoni-

camente la traversale ab, for-

—
) mano un fascio armonico, e fra
esse quelle che determinano i
punti conjugati, diconsi pure con-
3
c

, mandano

(72

[} o

Jugate. .

Un punto dicesi il polo di una
retla, e viceversa questa dicesi la
sua polare, quando un’altra retta
che giraintorno a quel punto come
polo strisciando su la polare, ¢ da questa continuatamente

divisa in proporzione armonica.
0 b _n  Cosi dato I'angolo mon, e il punto
a fuori di esso, intorno a cui
gira la traversale ab strisciando
sopra os, se quella é continua-
tamente divisa da questa in pro-
porzione armonica, os & polare
ed a & il suo polo per rispetto
alla traversale. Parimente dato
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il circolo x, e la traversale do girante intorno al punto a
e scorrenle sopra os, quesia & polare, ed a il suo polo, se
. la traversale continua ad es- !
. serne divisa armonicamente.

0 i
, Finalmente due rette di- / ,
consi tagliate in ragione re- , 1’, |
‘ ciproca o inversa quando d h——|o' ;
una coi suoi segmenti o seg-
’ mento forma i medii, e 'al-
. tra gli estremi termini di una S
1 proporzione.

, 128. TeoreymA 1.° Le corde in un circolo si tagliano in
parti reciprocamente proporzionali.

Siano le due corde eb, cd che si ta-
gliano mutuamente in o: dico che sta
€0 :co::do: bo.

Conducendo ec, bd si hanno i due trian-
goli simili eco, bdo, come equiangoli fra
di loro, cioé I’angolo ¢ = d, I’ angolo
¢ = b, misurati rispettivamente dalla - il
stessa metd dell’arco compreso, e Pangolo in o, opposto al !
vertice: dunque i loro lati omologhi sono proporzionali, ciog
sta il lato eo: co :: do: bo. “

129. TeoremMa 2.° Le seganti che si incontrano fuori di ’
un circolo, fanno proporzione inversa coi
loro segmenti esterni. a

Sieno ab, ad le due seganti: dico che e/\

/

. e
si ha ab:ad: ae: ac.

Conducendo ¢d, eb, si hanno i due trian- /|
goli simili acd, aeb, come aventi I’angolo : {H
a comune, 'angolo b = d, misurati am- b

bidue dalla metd dell’arco ce, e quindi b q
anche I’angolo ¢ = ¢; epperd ab : ad
tilae . oac.

130. TeoreMA 3.° Una tangente che incontri una segante
fuori di un circolo, & media proporzionale fra essa e il suo
segmento esterno. i
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« Sia ab la tangente, ed ac la segante :
\ dico. che si ha ac: ap : . ab : ad.
d Conducendo b, bd, si hanno i due trian-
goli simili abe, abd, come aventi "angolo
@ comune, Pangolo ¢ = abd, perché misu-
b rati ambidue dalla metd dell’ arco bd, e
quindi anche eguale il terzo loro angolo:
¢ donde & che sta Jato o segante ac: ab : :
‘ ab : ad, come dovea dimostrarsi.

Problemi relativi.

131. ProBLEMA 1.° Trovare il centro di una circonferenza
0 semplicemente di un arco.
Sia abc la circonferenza o arco pro-
' bc posto. Da un istesso suo punto b si
conducono due corde ba, bc; e dalle
loro meta si alzano le perpendicolari
Pg, mn; dovendo ciascuna dj esse pas-
Sare per il centro (112. Scolio), questo
a sard determinato in o dal loro puntp,
! di incontro. .
132, ProsLEns 9.0 Trovare il rapporto di un arco alla
Sua circonferenza,
Si cerca questo come sopra si ¢ praticato per trovare
Guello di due rette.
o 133. ProbLeMs 3.0 Dividere un arco in
due parti eguali.
¢ o  Siaab larco proposto. Si sottende colla
corda ab, ¢ si alza sulla metd di questa,
una perpendicolare so, Ia quale divide in
b - ¢ T'arco proposto per meta,
134. ProBLEMA 4.° Dividere un angolo retto in tre parti
eguali, ossia trisecarlo. '
Sia Pangolo. retto abe. Fatto centro nel suo vertice b
si descrive un arco qualunque ade che lo chiude, si conduce
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la corda ad eguale al raggio assunto,
e si conduce il raggio bd: si ottiene g
cosi il triangolo equilatero abd, nel quale
ciascun angolo & di 60 gradi, e quindi d
Fangolo dbc & di 30. Or bisecando I’an-
golo abd con portare sopra di esso an- |
golo di 30 gradi si viene ad ottenere la b
trisezione proposta.

Scolio. Quando 'angolo non fosse retto, la soluzione
non potrebbe otienersi coi mezzi che sono in potere della
geometria elementare; giacché quella dipende da una equa-
zione di terzo grado, e coi mezzi di questa che sono la riga
e il compasso, ossia le linee rette e le circolari, non si pud
costrurre equazioni ulteriori al secondo grado.

135. ProsLEMA 5.° Condurre per un punto una retta tan-
gente ad un circolo dato.

Sia « il circolo dato. Hl punto per cui deve condursi la
tangente, puo esser preso sulla circonferenza in a, oppure
fuori di essa in n. Nel primo
¢aso basta condurre una retta
perpendicolare alla estremita
del raggio che termina in
a (113): nel secondo si de-
scrive sul diametro an la cir-
conferenza 3z, e si conducono
ai punti di intersezione delle
due circonferenze le rette na,
nb: queste soddisfano ambedue alla dimanda, giacché gli
angoli nax, nbxr sono ambidue retti, perché misurati cia-
scuno da un quarto di circonferenza (123), e quindi na, nb
sono tangenti al circolo dato. ‘

136. ProsLEMA 6.° Per due punti datui condurre una cir-
conferenza di raggio dato.

Siano @ e bidue punti, ed m il raggio dato. Si congiun-
gono quelli per mezzo della retta ab, si innalza sulla metd
di questa la perpendicolare nc, e fatto centro in uno dei
due punti, per esempio nel punto a con apertura di com-




< passo eguale al raggio dato sj taglia
la perpendicolare in un punto ¢, e
questo e il centro della circonfe-
renza dimandata; giacche il suo cen-
tro equidista dai due punti dati, pei

a = b quali percio essa passa, e il suo rag-
gio é eguale al raggio dato.

y Seolio. Quando i raggio fosse

—_— minore della semidistanza ira j due

punti dati, la soluzione non & possibile. perché esso non
arciverebbe a tagliare la perpendicolare ivi innalzata, e
quindi il centro che deve dare la soluzione .del problema
resterebbe indeterminato.

"137. ProBLEMA 7.° Condurre una circonferenza che tocchi
una retta di data posizione in un suo punto dato, e che
passi per un punto preso fuori dj quella.

Sia ab la retta di data posizione, m

) il punto preso sopra di essa, e d il

i punto preso fuori della medesima. Si -

congiungono questi due punti per

mezzo della retta dm, si innalzano

’I\g dalla metd di questa e dal punto m

M le perpendicolari sc, mc, le quali nel

punto ¢ del loro incontro fissano il

centro dell’unica circonferenza che soddisfa alle condizioni

del problema; giacche Ia prima condizione apposta ne ab-

braccia due, e percio & come se si fossero assegnati tre

punti non situati in linea retta, pei quali non puo passare
che una sola circonferenza.

138. PropLEMA 8.0 Condurre una circonferenza che tocchi

una retta indefinita di data

c posizione , e che passi per

n  due punti presi fuori di essa.

Sia ab la retta, d ed n i

)L\/g 0 punti presi fuori di essa. Si
o b congiungono questi per mez-

m 2o della retta dn prolungan-




-col lato bisognerebbe portare sem-
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dola da quella prima estremitd fino ad incontrare in a la
retta proposta, prolungata da questa parte essa pure s¢ &
necessario: si prende sopra quest’ultima una media pro-
porzionale am tra le due rette an ed ad (99): il punto m
¢ il punto di tangenza della retta proposta colla circonfe-
renza che si deve condurre (130), e per fare cid non resta
che a cercare il centro di questa col metodo del problema
antecedente, o con quello del numero 131.

139. ProBLEMA 9.° Dividere una retta in media ed estrema
ragione, cio¢ in due parti tali, che la maggiore di esse sia
media proporzionale tralaretta intiera e la sua parte minore.
_ Sia ac la retta proposta. Da una sua estremitd ¢ si alza
laperpendicolare co eguale
alla meta della retta pro-
posta, dal punto o come 0
centro e con raggio eguale
ad oc si descrive la semi- e
circonferenza mcs, e dal-
Paltra estremitd a si con- @
duce pel centro o la se-
gante as, e finalmente I’arco mn : questo taglia nel punto n
la retta proposta in media ed estrema ragione. Imperocche
essendo ac tangente perché perpendicolare alla estremita
del raggio, si ha as : ac::ac: am, ossia as — ac: ac: : ac
— am :am; maac =ms, e quindi as — ac = am = an ; ed ac
— am = nc; cosiché sostituendo in quella proporzicne si
ottiene an : ac :: nc : an, ¢ da questa invertendo le ra-
gioni si ha ac : an :: an : nc, ciod la retta ac & stata di-
visa nel suo punto » in media ed estrema ragione.

140. ProsLEMA 10.° Trovare con
un dato grado di approssimazione
il rapporto numerico tra la diago-
nale e il lato di un quadrato.

Sia abcd un quadrato, ac la sua
diagonale, ed ab il suo lato. Per
trovare il rapporto delia diagonale

S

n c
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pre di seguito la retta pid curta sulla pia lunga, notando
i quozienti e i resti, come si & fatto nel problema del nu-
mero 93; ma divenendo sempre pit decrescenti le linee, su
cui si deve operare, queste per la loro piccolezza si sot-
trarrebbero ben presto alla prova, né si potrebbe percio riu-
scire all’intento.. Un facile mezzo di evitare questo incon-
veniente ci & somministrato dal teorema del numero 130,
merceé cui si riesce ad operare su quantith costanti, come
ora diremo.

Fauto centro in ¢ con un raggio eguale al lato del qua-
drato si descrive la semicirconferenza nbs, prolungando la
diagonale fino in s: per quel teorema abbiamo an : ab
::ab :as. Or cominciando a cercare il rapporto tra il lato
ab e la diagonale ac, trovasi il quoziente 1, pit il resto an;
poscia si dovrebbe cercare il rapporto tra questo resto ed
esso lato ab; ma per I’antecedente proporzione potremo in-
vece cercarlo tra ab ed as che & eguale a quello di an
con ab, ed avremo cosi il quoziente 2, e il resto an gia
prima ottenuto: onde & reso manifesto che colle succes-
sive divisioni andremo bensi sempre pid accostandoci al
rapporto esatto tra quelle due quantita ab, ac, ma senza mai
poterlo raggiungere: cioé si avra per mezzo di quelle suc-
cessive divisioni la seguente frazione continua:

141

241
241
241
241

la quale arrestata cosi a quattro frazioni integranti da
le seguenti quattro ridotte

3 7 17 M

2571209
per i primi quattro gradi di approssimazione, cioé¢ sta la
diagonale al lato come 3 a 2 oppure come 7 a B, ec.

141. ProBLEMA 11.° Sopra una retta data costrurre un seg-
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mento di circolo capace di un angolo dato, cio¢ tale che
tutti gli angoli alla circonferenza formati da corde condotte
dalle due estremita di essa retta ai diversi punti di questa
siano eguali all’angolo dato.

Sia ab la retta data, ed m I'angolo
dato. Ad una estremitd a della retta
data dalla sua parte disotto si forma
un angolo bac = m, si conduce ad
perpendicolare ad ac, e dalla meta
0 della retta ab si alza la perpendi-
colare on: il punto s di incontro
di questa colla perpendicolare pre-
cedente ¢ il centro del segmento
circolare capace dell’angolo proposto
(112, 113. Scolii). Infatti langolo per
esempio d alla circonferenza formato dalle due corde ad, bd
condotte al punto d di essa dalle due estremita della retta
data & eguale all’angolo bac, ossia al’angolo dato m, giacché
quelli due hanno per comune misura la meta dell’arco aeb
compreso fra i lati di essi.

CAPO 1V

FIGURE CIRCONLARI.

Queste possono raffrontarsi colle figure rettilinee, e fra
di loro: nel primo caso, trattandosi di figure eterogenee,
non ¢’é¢ luogo che a rapporti di posizione, cioé di inscrivi-
bilitd e circoscrivibilita delle une alle altre; e nel secondo
essendo le figure circolari tutte simili fra loro, resta luogo
solamente a quello di proporzionalita: perd dall’uno nascono
nuove proprietd per alcuni particolari poligoni, e dall’altro
la maniera di determinare I’area dei circoli, come sara mo-
strato nelle due seguenti teorie.

Geometria Elementare. 6




Teoria 1.2

FIGURE CIRCOLARI INSCRITTE E CIRCOSGRITTE Al POLIGONI.
3

142. Una figura circolare si dice inscritta o circoscritta ad
un poligono, secondoché colla sua circonferenza & tangente
ai lati, oppure ai vertici di esso; e viceversa il poligono si
dice inscritto o circoscritto a quella, secondoché con i suoi
vertici, oppure con i suoi lati & tangente ad essa. Un poli-
gono dicesi regolare quando tatti i suoi lati ed angoli sono
eguali: esso ha centro come i circoli, ed un apotema o cateto,
che ¢ la perpendicolare abbassata dal centro sopra un lato.

143. TrorevA 1.° Qualunque triangolo & inserittibile e cir-
coscrittibile ad un eircolo.

Sia il triangolo abc. Siccome per
tre punti situati non in linea retta
puo sempre condursi una circonferen-
za di circolo (123): cosi essa puo
condursi per i tre vertici del triangolo
abe che non sono situati in linea retta.
Parimente bisecando due angolia e 0,
e dal punto o d’incontro abbassando
delle perpendicolari sui lati, si ha triangolo ado = aeo, bdo =
bno (58), e quindi perpendicolare eo = do = no. Dunque se
col centro nel punto o e con raggio eguale ad una di esse
perpendicolari si descrive un circolo, questo risulta in-
scritto (113).

144. TeoreyMs 2.° Un quadrilatero inscritto ha gli angoli

opposti supplementarii; e viceversa se

a ha gli angoli opposti supplementarii &

inscrittibile.

Sia il quadrilatero inscritto abed. L’an-
golo a ¢ misurato dalla metd dell’arco
compreso bed, e il suo opposto ¢ dalla

\ e metd dell’arco bad; cioé la loro somma -
ha per misura la meta dellintiera cir-
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conferenza: dunque essi sono supplementarii. Lo stesso
dicasi degli altri due. — Viceversa facendo passare una
circonferenza per i tre vertici a, b, ¢, siccome 1’angolo b ha
per misura la metd dell’arco ade, cosi il suo supplementario
d deve avere per misura la metd dell’arco restante abe, cio¢
deve anch’esso essere col vertice sulla circonferenza; dun-
que un quadrilatero, i cui angoli opposti sono supplemen-
tarii, & inscrittibile.

Corollario. Tuui i rettangoli e i trapezii simmetrici sono
inscrittibili.

145. Teorema 3.° Un quadrilatero circoscritto ha eguali
le somme dei lati opposti; e viceversa se ha eguali le somme
dei lati opposti, & circoscrittibile.

Siail quadrilatero abed circoscrittto. m
Conducendo le -corde, come sarebbe /
mo, fra i successivi punti di tangenza, /
queste sono basi di triangoli isosceli, g s
giacché ad esempio I’ angolo amo =
aom , come misurati ambidue dalla ’ d
meta dello stesso arco compreso mo; =
cosiché si ha: h e

am = ao

om = ¢s

dn = ds

bn = bo,
e quindi am + cm -+ dn =4 bn = a0 + ¢s -+ ds - bo,
0ssia ac - bd = ab - dc.

Viceversa supponiamo che nel quadrilatero abed, avente
eguali le somme dei lati opposti, i lati ab, ac, ¢d siano tan-
genti al circolo e non lo sia il lato bd, ma invece il lato pe
sia il quarto lato tangente. In tal caso si ha ac - be = ab
-+ cd -~ de, e bd - de > be; cosiché addizionando si ha
ac + be 4+ bd -+ de > ab 4 ¢d 4~ de + be, donde to-
gliendo le quantitd be, de, comuui ai due membri, resta ac
-+ bd > ab + cd, contro Pipotesi.

Corollario. 1 rombi o losanghe sono circoscrittibili.
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146. TeoREMA 4.° A qualunque poligono regolare & cir-

coscrittibile e inscrittibile una circonferenza di circolo.

Sia P'esagono regolare abedef. Bisecando gli angoli a e b,

le due bisecanti devono concorrere in un punto o, percheé

i due angoli abo, bao assommati valgono meno di due an-

0 ¢ equidistante da tutti i vertici

del poligono. Infatti il triangolo abo

& isoscele, perche in esso gli angoli

f abo, bao come metd di angoli eguali

sono eguali, epperd lato ao == bo.

NS ——— servo che i triangoli abo, cbo hanno

un angolo eguale compreso tra due

lati eguali: dunque essi sono eguali, ¢ il lato co == qo. In

modo analogo si dimostra’ che sono eguali ad ao le altre

rette condotie dai restanti vertici: donde segue che la cir-
tutti i vertici del poligono. :

Le corde o lati ab, be... essendo eguali, distano egual-
mente dal centro o, epperd le perpendicolari on, os... sono
eguali: donde segue pure che la circonferenza descritia dal
centro o con raggio on & tangente ai lati del poligono.
eguali ab, be, cd... il poligono inscritto formato dalle corde
condotte tra i successivi punti di divisione, e il poligono cir-
coscritto formato dalle tangenti ad essi punti, sono regolari.

n “_ 4 Poiché gli archi sono egua]i.,

' le loro corde sono pure eguali.

si misura dalla meta dell’ arco

¥ compreso bdf, e Pangolo b dalla

metd dell’arco cea, cioé ciascuno
di essi ha per misura due di quelli
archi eguali: dunque i due an-

goli retti. Or dico che questo punto
K
CL_@
0
Unendo il vertice ¢ al punto o, os-
conferenza descritta dal centro o col raggio oa passa per
147. TeoreMs 5.° Se una circonferenza & divisa in parti
L’angolo a del poligono inscritto
goli sono eguali. Lo stesso vale

per i restanti angoli del poligono, il quale perci6 & regolare.
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Parimente i triangoli formati dalle corde e dalle tangenti
sono isosceli ed eguali, perché hanno per base corde
eguali, e gli angoli alla base sono tutti misurati da metd
di archi eguali: dunque gli angoli del poligono circoscritto
e i suol lati sono eguali, ed esso & regolare.

148. Teorema 6.° Reciprocamente un poligono regolare
inscritto coi suoi vertici, e un circoscritto colla tangenza
dei suoi lati dividono la circonferenza in parti eguali.

Infatti i lati dell’inscritto per riguardo alla circonferenza
circoscritta sono corde eguali, e quindi anche eguali gli ar-
chi che sottendono, cioé la circonferenza dai vertici di quello
¢ divisa in parti eguali. Parimente essendo eguali i trian-
goli formau dalle tangenti e dalle corde, queste col loro
incontro, ossia il poligono circoscritto coi suoi punti di
tangenza divide anch’esso la circonferenza inscritta in parti
eguali.

149. Teorema 7.° I poligoni regolari di medesima specie
sono figure simili, hanno i perimetri proporzionali ai raggi
dei loro circoli inscritti o circoscritti, e le aree proporzio-
nali ai quadrati di questi raggi.

Siano i due esagoni regolari abedef, ghiklm. In ciascuno
la somma degli angoli vale otto retti, e i singoli angoli il

sesto di questa somma, i quali percio sono tutti eguali fra
loro; ed inoltre in ciascun poligono i lati essendo eguali,
sono percio stesso tulti proporzionali fra loro: dunque i
due esagoni sono simili, e percio (86) hanno i perimetri
proporzionali ai lati omologhi, e le aree ai quadrati di que-
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sti. Lo stesso ha luogo tra essi e le loro porzioni similj
ocp, oig, i suoi lati omologhi op, 0q sono raggi dei circoli in-
scritti, ed oc, oi sono raggi dei circoli circoscritti: ond’é
che i due esagoni hanno i perimetri proporzionali a questi
raggi, e le aree ai loro quadrati.

150. TeoreMs 8.° Un poligono regolare ha per ‘misura il
semiprodotto del perimetro per 'apotema o raggio del cir-
colo inseritto.

Sia I’esagono regolare abedef, e sia op il suo apotema o
raggio del circolo inscritto: dico che esso ha per misura

perimetro abedf % op.

« F
Infatti, condotti i suoi raggioa, ob...,
esso ne ¢ diviso in sei triangoli eguali,
b ————Ye¢ che hanno per misura il semiprodotio

~ della base per Ialtezza, ossia di un

lato del poligono per il suo.apotemas

c p d dunque esso poligono, o somma dj

‘ quei triangoli si misura dal semipro-

dotto del suo perimetro o somma delle basi dj essi trian-

goli per il suo apotema o raggio del circolo inscritto, al-
tezza comune dei triangoli.

Scolio. La veritd di questi due ultimi teoremi essendo
indipendente dal numero assoluto dei latj dei poligoni, ha
luogo anche quando nel poligono inscritto e circoscritto sia
€SS0 numero egualmente aumentato con duplicarne succes-
sivamente i lati. Ma intanto con tale duplicazione ed au-
mento questi si avvicinano sempre pia alla circonferenza
compresa e fra loro fino a non potersi poi piu assegnar dif-
ferenza di essi dalla circonferenza anzidetta, sebben non
possono mai con quella identificarsi che ¢ di specie diversa,
In seguito a tale considerazione puo con veritd affermarsi
delle circonferenze e dei circoli quanto in essi due teoremi
fu stabilito dei poligoni regelari; cioé quelle essere propor-
zionali ai loro raggi o diametri, essere i circoli proporzio-
nali ai quadrati di questi, e area di un circolo misurarsi
dal semiprodotto della sua circonferenza per il raggio. Que-
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ste deduzioni esser vere anche in senso matemalico ed as-
soluto, sard dimostrato con prova indiretta nella seguente
teoria.

Teoria 2.2
RAPPORTI E MISURE DEI CIRCOLI.

151. Per conseguire questo scopo con-geometrica esat-
tezza fa d’uopo premettere questi due lemmi, o proposi-
zioni sussidiarie: 1.° che di due linee, le quali si avvilup-
pano in tutta la loro lunghezza, Pavviluppante & maggiore
della avviluppata; 2.° che alla maggiore di due circonfe-
renze concentriche si puod sempre inscrivere, ¢ alla minore
circoscrivere un poligono regolare simile, nei quali i lati
dell’uno non tocchino la circonferenza dell’altro. La prima
di queste proposizioni essendo per sé evidente, pud met-
tersi come assioma: la seconda si dimostra come in appresso.

152. Lemma. Siano le due circonferenze concentriche abc,
fde. Si conduca la corda ac tangente alla circonferenza in-
terna in f, e sulla circonferenza ester-
na si prenda Parco anb aliquoto di
cssa e minore dell’arco amc: & chiaro
che conducendo la corda ab, si avrd
in questa un lato di un poligono re-
golare inscritto nella circonferenza
esterna, e che i suoi lati non possono
toccare la circonferenza interna, per-
ché arco anb < amec.

Or conducendo i raggi oa, ob, e per la metd s dell’arco
dse la retta pq tangente in quel punto alla circonferenza
interna, & pur chiaro che questa tangente sard un lato del
poligono regolare simile circoscritto alla eirconferenza in-
terna, e che i suoi lati non potranno toccare la circonfe-
renza esterna, perché oa > op. Siffatta inscrizione e circo-
scrizione & sempre possibile: dunque, ec.

152. TeoreMa 1.° Le circonferenze dei circoli stanno fra
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loro come i rispettivi raggi o diametri, ¢ le arce di essi
come i quadrati dei rispettivi raggi o diametri,

Siano le due circonfercnze oa, ob, indicate cosi per mezzo

dei loro raggi: dico, che sta circonferenza ob : og :: rag-
gio o0b : oa.

Infatti supponiamo che non sia vera (questa’tesi, cio¢ che
il quarto termine di quesla proporzione non sia raggio oa,
ma raggio os > oa. In tal caso inscrivendo alle due circon-
ferenze ob, os due poligoni regolari simili cde..., mnh..., e
tali che il secondo non tocchi con i suoi lati la circonfe-
renza oa, si ha (149):

perimetro cde : mnh : : raggio ob : os
¢ per ipotesi si ha:
circonferenza ob : og : : raggio ob : os
nelle quali due proporzioni essendo comuni i terminj delle
seconde ragioni, quelli delle due prime formano proporzione
. fra loro, cosiché si ha:
perimetro cde : mnh : : circonferenza ob : oa;

ma perimetro mnh > circonferenza og: dunque perimetro
ede > circonferenza ob, ciod jl perimetro avviluppato & mag-
giore della circonferenza avviluppante, locché non puod es-
sere (151). Supponendo che il quarto termine di quella pro-
porzione sia o5’ minore dj 0a, si trova che circoscrivendo
alle circonferenze ob, o5’ due poligoni regolari simili in ma-
niera che i lati del secondo non tocchino la circonferenza
06, si trova che la circonferenza avviluppata ob ¢ maggiore
del perimetro avviluppante cde, locché pure non pud essere.
Dunque il quarto termine di essa proporzione non potendo
essere diverso dal proposto, resta che sia desso.
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Riguardo alla seconda parte del teorema suppongasi pa-
rimente che non stia circolo ob : oa : : raggio ob* : o

ma ::o0l? : 0s* maggiore di oa’: facendo una costruzione e
un ragionamento, come nella prima parte, si riesce agli stessi
inammissibili risultati; onde ¢ forza qui pure conchiudere
peria irrecusabilith della tesi, la cui verith si vedrd anche
nascere diretta e spontanea dal teorema scguente per cid
che si osservera nel suo scolio.

Corollario. 1.° Gli archi simili, cio¢ quelli che sono la stessa
porzione delle rispettive circonferenze, sono proporzionali
ai raggi o diametri di esse; 2.° i settori simili, cioe quelli
che sono la stessa porzione dei rispettivi circoli, sono pro-
porzionali ai quadrati dei raggi o diametri di questi. Il set-
tore ¢ la porzione di circolo compresa fra due raggi.

154. Trorems 2.° L’area di un circolo si misura dal se-
miprodotto della sua circonferenza per il raggio.

Sia il circolo di raggio oa: dico che
la mlsura della sua area & circonferenza

oa)( 2 raggio oa.

Suppongasi che questo semiprodotto
sia misura di un circolo pilt grande ob,
oppure pia piccolo ob’. Nel primo caso
circoscrivendo al circolo oa il poligono
regolare des, 1 cui lati non tocchino la circonferenza ob, si
ha (151):

. 1 1
perim. des X — o Tag. oo > circonf. ot X —- rag. oa;

ma per supposizione si ha:

. 1 . .
circonferenza oa XX —5- raggio oa = area circolo ob:

dunque si ha:

perimetro des >< 5 raggio oa > area circolo ob;

cio¢ 'area del pohgono compresgo nel circolo 0b & maggiore
delParea di esso circolo; locehé ¢ assurdo.
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Nel secondo circoscrivendo. al circolo ol e facendo un
simile ragionamento, come nel caso precedente, si trova che
area del poligono circoscritto al circolo ol & minore del-
Parea di esso circolo; lo che & pure assurdo.

Or se il semiprodotto della circonferenza per il raggio
non pud esser misura di circolo maggiore o minore, resta
che sia misura del proprio circolo. ‘

Corollario. 1.° 11 settore circolare si misura dal semipro-
dotto del suo arco per il raggio; 2.° il segmento minore
di un semicircolo dalla differenza tra Parea del settore e
quella del triangolo complementario; 3.° il segmenio mag-
giore dalla differenza tra I'area del circolo e quella del seg-
mento minore. Si dice segmento di circolo la porzione di
questo compresa {ra una corda e il suo arco; e dicesi may-
giore o minore, secondoché & pitt 0 meno grande della meta
del suo circolo.

Scolio. In matematica si rappresenta colla lettera greca =
il rapporto costante di una circonferenza col suo diametro,
oppure di una semicirconferenza col suo raggio, o ancora
una circonferenza che abbia per diametro I'unith. Or chia-
mando ¢ una circonferenza qualunque, r il suo raggio, 2r
il suo diametro, si ha (153):

1:m::2r:¢
e quindi ¢=2=r, ciod una circonferenza qualunque sj
esprime col doppio prodotto di quel rapporto pel raggio.

. . c
Dalla quale espressione si deducono le altre due re=——,

—
~ T

c . . . .
T = TS Per mezzo di esse, dati due dei tre elementi che

le costituiscono, si trova il terzo. Moltiplicando i due membri

. ro, r - .
della prima per < s ha ¢ —- = = r’, cio¢ P'area di un

P

circolo ¢ espressa da questo secondo prodotto; cosiché chia-
mando A, a le aree di due circoli si ha:A:q:: = R* tmrtis
RE:r?:i R g DY d*, cioé le aree dei circoli sono
proporzionali ai quadrati deij rispettivi raggi o diametri: ed
¢ questa appunto la deduzione diretta che si accennava nel
numers precedente.
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155. Tronems 3.° Una corona circolare ¢ equivalente ad
un circolo che abbia per diametro la corda della circonfe-
renza esteriore, tangente alla circonferenza interiore.

Siano i due circoli concentrici di rag-
gio oa, ob: dico che la corona circolare
pg, ossia spazio compreso tra le due cir-
conferenze di essi, ¢ equivalente ad un
circolo che abbia per diametro la corda
mn tangente alla circonferenza interiore.

Infatti ¢ evidente che essa ha per
misura la differenza delle aree dei due
circoli; epperd nel caso nostro la sua
area & w (0b* — oa?), ossia = (om* — oa?). Or supponendo che
il raggio sia condotto per il punto di tangenza della corda,
il triangolo oam & rettangolo in @, e quindi om® — 0a® ==
am?, cosiché I'area della corona circolare & = am?®, cioé
equivale a quella di un circolo avente la corda mn per
diametro, o la sua metd am per raggio.

Problemi relativi.

156. PropLeMA 1.° Inscrivere un circolo in un triangolo
dato.

Sia abe il triangolo dato. Si bi-
secano- due suoi angoli @ e b: dal
punto o di incontro delle due bise-
canti si abbassano sui lati le per-
pendicolari od, oe, on, che risul-
tano eguali, giacché si ha (57) trian-
golo ado == aco, bdo == bno, ¢ quindi
e0 == do == no; cosiché descrivendo
dal centro o con raggio eguale ad
una di quelle perpendicolari una circonferenza, questa ha
tangenti i lati del triangolo (113), e quindi ¢ inscritta.

Scolio. In un triangolo le bisecanti dei suoi tre angoli
concorrono sempre in uno stesso punto, giacché condotta
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oc¢, si trova (56. Corol.) triangolo noc = eve, e quindi che
essa ¢ bisecante dell’angolo ¢. Le stesse dividono il trian-
golo in altri tre aventi rispettivamente per base i lati di
€ss0, € per comune altezza il raggio del circolo inscritto;
cosiché nei triangoli I’ area pud misurarsi anche dal semi-
prodotto del perimetro per il raggio del circolo inscritto
come nei poligoni regolari.

157. PropLEMA 2.° Circoscrivere un circolo ad un triangolo
dato.

Sia abe il triangolo dato. Si alzano
sulla meta di due suoi lati le perpen-
dicolari df, eg: il punto o del loro in-
contro essendo equidistante dai tre ver-
tici del triangolo (123) serve di centro,
¢ la sua distanza dai vertici del trian-
golo serve di raggio alla circonferenza
che deve cosi passare per essi ed essere
circoscritta al triangolo.

158. PropLEMA 3.° Inscrivere e circoscrivere un circolo
ad un poligono regolare dato. )

Siccome nei poligoni regolari il centro del circolo inseritio
e circoseritto & lo stesso con quello del poligono, cosi Ia
soluzione del problema si riduce a cercare questo centro.
Per averlo in un poligono regolare, i cui lati sono in. nu-
mero pari, basta condurre due diagonali tra angoli opposti
e nel caso contrario alzare sulla meta di due lati qualunque
una perpendicolare : il punto di incontro delle due diagonali
o delle due perpendicolari & il centro cercato.

" 159. PropLEMA £.° Inscrivere un
a ‘quadrato in un circolo dato.

~Sia abed il circolo dato. Condu-
cendo due diametri- perpendicolari
fra loro, e unendo per mezzo di
corde le loro estremitd, si ottiene
il quadrato voluto; giacche 1 lati
sottendendo archi eguali sono eguali,
d - - egliangoli essendo misurati- da un

uarto di circonferenza sono retti.
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" Scolio. Dal triangolo rettangolo ed isoscele aob si ha
al* = 2 a0*, donde ab = a0 \ 2; ciod, dato il raggio, si
trova il lato del quadrato inscritto moltiplicando quello per
la radice quadrata di 2.

160. ProBLEMA B.° Inscrivere in un circolo un esagono
regolare e un triangolo equilatero.

Supponiamo sciolto il problema, .
cioé che il raggio del circolo sia ‘ d
esso il lato dell’ esagono regolare
inscritto. Se cid ¢ vero, conducendo I
la corda an eguale al raggio e com- e
piendo il triangolo equilatero aon,
ciascuno de’suoi angoli e l’arco
sotteso dalla sua base o corda an
deve essere di 60 gradi; ma appunto
tali sono quegli angoli, perché essendo il triangolo equila-
tero, e quindi equiangolo, ciascuno di essi & il terzo di due
angoli retti, e quindi ¢ anche I’arco di 60 gradi.

Conducendo una corda ogni due angoli non successivi
dell’esagono si ottiene il triangolo regolare inscritto ace.

Scelio. Dal triangolo aso rettangolo in s (1412. Scolio) si ha
as* = a0* — $0°; ma ao® = no’ = & so*: dunque as* = % s0*
— 50* = 3 50, e quindi as = so V3. Or as & metd di ae, ed
50 ¢ metd di no: dunque sostituendo questi tutti alle loro
metd si ha ae = no/ 3, cioé si trova il lato del triangolo
regolare inscritto moltiplicando il raggio per la radice qua-

. . C T 1
drala di 3. Nello stesso triangolo aso si ha as* =r* — Tr’,

a@s i

. . 3 .. 1 C
ossia as* = — ¢, e quindi as = —Q—r\/ 3, cioe si trova

L
I’ altezza di un triangolo equilatero moltiplicando la meta
di un suo lato per Panzidetta radice quadrata di tre.
161. ProsLEyA 6.° Inscrivere in un circolo un decagono
¢ un pentagono regolare.
Suppongasi qui pure sciolto il problema, cio¢ che la parte
maggiore del raggio diviso in media ed estrema ragione




sia il lato del decagono. Conducendo
la corda ac eguale a quella parte mag-
giore on, e compiendo il triangolo aoc
con tirare I'altro raggio oc, se & vero che
acsia lato del decagono regolareinscritto,
’angolo o, e I’arco ac, devono essere
di 36 gradi. Per vedere se cio si veri-
fica conduciamo la retta nc: questa di-
vide dal triangolo aoc Valtro anc simile
ad esso come aventi un angole ¢ comune compreso da lati
proporzionali, giacché si ha ao:on::on: an, epperd ao:
ac::ac:an; ma il primo triangolo ¢ isoscele perché i suoi
lati oa, oc sono raggi dello stesso circolo: dunque & isoscele
anche il secondo, cioé i suoi lati ac, ne sono eguali; ma ac
==no: dunque anche il triangolo on¢ & isoscele, e quindi
I'angolo o0 == ocn. Da cid risulta che 'angolo anc esterno al
triangolo onc ¢ il doppio dell”angolo o; ma quelP angolo
esterno € eguale all’angolo a, e questo & eguale all’angolo
totale ¢: dunque Pangolo 0 non & che il quinto della somma
dei tre angoli del triangolo aoc, ossia esso & di 36 gradi,
come doveva verificarsi.

Conducendo alternativamente le corde tra gli angoli del
decagono si forma il pentagono regolare inscritto.

Scolio. Prendendo il raggio per unity, e chiamando x
la parte maggiore di esso diviso in media ed estrema ra-
gione, si ha per la parte minore 1 — g: cosiché sta:

: 1iv::0:1—2
quindi =1 —g
=1

= (1/5-1)

cioé si trova il lato del decagono regolare inscritto pren-
dendo la metd della radice quadrata di 5 diminuita di una
unita.

Questa radice. e le precedenti di 2 e di 3 essendo irra-
zionali, non possono aversi esatte in numeri, ma possono
costrursi esaite per mezzo di linee rette prendendo una
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media proporzionale tra 1 e la qgnantitd radicale; cosi \/ 3

essendo lo stesso che l/i X 3, se chiamiamo x la media

proporzionale tra questi-due numeri, si hal:x::5:3, e
quindi x =/ 3, cioé la media proporzionale x esprime geo-
metricamente la radice quadrata esatta del numero tre.

162. ProsLEMA 7.° Inscrivere in un circolo un pentadeca-
gono regolare.

Sia am il lato dell’esagono regolare in-
scritto, an quello del decagono: avremo
am — an == L4 = L per lato

15
del pentadecagono regolare inscritto, cio¢
la corda che sottende la differenza mn & o
dei due archi am, an. n

Scolio. Tanto in questo, quanto nei tre problemi pre-
cedenti, quando si ha il poligono regolare inscritto, si ot-
tiene un altro parimente regolare inscritto di doppio, qua-
druplo, ottuplo, ec., numero di lati col dividere successiva-
mente gli archi per meta ¢ tirandone le corde.

Fino al principio di questo secolo si credette che fra i
poligoni regolari solo i predetti fossero inscrittibili; ma Gauss
con un ragionamento che non puo aver luogo in questi ele-
menti dimostro essere inscrittibili anche tutti quegli altri
che abbiano un numero di lati espresso dalla formola (2* 1)
purché esso sia un numero primo. Cosi facendo I’esponente

= 4. si ha 17, numero primo: cioé un poligono regolare
che abbia questo numero di lati & pure inscrittibile.

163. ProBLEMA 8.° Dato un poligono regolare inscritto,
circoscriverne un altro di egual numero di lati; e viceversa,
datone uno circoscritto, inscrivere un altro di eguale nu-
mero di lati.

Sia abedef un esagono regolare inscritto. Con due costru-
zioni diverse si puo risolvere questo problema, cioé con-
ducendo i lati del circoscritto parallelamente a quelli del-
Iinscritto, oppure perpendicolarmente ai raggi di esso, e
tangenti alla circonferenza. Per la prima costruzione non
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solo si ha un esagono circoscritto, ma anche regolare come
Pinscritto, giacché il parallelismo dei lati importa nell’ uno
e nell’altro I’eguaglianza rispettiva degl angoli (20. Co-
rol. 3.9, e la proporzionalitd dei lati (84): onde & che I’esa-
gono inscritto avendo come regolare tutti i lati e gli an-
goli eguali, tali pure li deve avere il circoscritto, e quindi
e regolare come Iinscritto. Per la seconda i lati dell’ esa-
gono circoscritto perché perpendicolari all’estremita del rag-
gio nel punto di tangenza, e quindi egualmente inclinati su
quelli dell’inscritto, formano con questi altrettanti triangoli
isosceli tutti eguali fra loro: onde pure risulta che la circonfe-
renza ¢ tagliata dai loro punti di tangenza in sei archi eguali,
e quindi (147) che I'esagono circoscrilto & anch’esso regolare.

La reciproca si risolve colle stesse due costruzioni, e si
dimostra la regolarita dell’esagono inscritto con ragiona-
mento analogo al precedente.

164. PropLEMA 9.° Dato il lato di un poligono regolare
inscritto e il raggio del circolo, in cui & inscritto, trovare
il lato del poligono regolare parimente inscritto di doppio
numero di lati: in altri termini, data la corda che sottende
un arco, trovare quella che sottende la meta dell’arco.

Sia ab il lato del poligono, ed oc il

N raggio del circolo. Facendo il lato ab
//I\ = a, il raggio oc = r, e il lato ac = =,
giacch¢ questo essendo il lato da tro-

8 q )
Z vare ¢ Pincognita da determinare; e
q—\_ | —=% supponendo che il raggiq oc di\.fida per
) metd Parco ach, e quindi che il trian-

golo ace sia rettangolo in ¢, avremo
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X = I/ ae* +ce’, e nel triangolo aoe parimenti rettangolo

in ¢ avremo oe — V r — a¢’. Ora osservando che gp?

= (r —oe) = r* 4- 0¢* — 27 X oe, cosi la prima equa-
zione colla sostituzione di questo valore diviene z —

I/E’ 4 72 4 0et — 2 r X oe, ed in questa alle quantita
.0¢, oe*, che non si conoscono , sostituendo il loro valore
della seconda, e facendo la riduzione si ottiene z =

— — a’
l/?. 7 — 27 Vr’ — ae*; ma qe* = 3 dunque nuo-
2
vamente sostituendo si otterri x=— l/2 r*—2 rl/ r? e aT-

Finalmente riducendo allo stesso denominatore le quantitd
comprese sotto il secondo radicale ed estraendone esso deno-

minatore, si ha z = V2 r—r l/lx r* — a*, valore

tutto cognito, non restando che ad effettuare le operazioni
in esso indicate.

165. PropLEMA 10.° Dato il lato di un poligono regolare
inscritto, trovare il lato del poligeno regolare eircoscritto
di egual numero di lati.

Sia ab il lato del poligono rego-
lare inscritto, ed mn quello del
circoscritto di egual numero dj lati.
Adoperando le denominazioni anzi-
dette, dai due triangoli simili mon,
aob si ha @ : a::7r : ;e dal
triangolo boe rettangolo in e si ha

, & 1 — - :
e=Vr— 4 == l/ b r* — 4'; cosiché sosti-
tuendo nella proporzione precedente ad oe questo suo
valore, e prendendo in essa quello di =, si ha 2 =

2ar 1 it "
VA(I*TS — a,): valore tutto cognito.

166. ProBLEMA 11.° Trovar il rapporto approssimativo della
Geometeia Elementare. 7
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circonferenza al dxametro ¢ della semicirconferenza al
raggio.

Si ¢ detto approssimativo, perché essendo quelle due i
nee di natura affatto diversa, non sard mai possibile che
sostituite possano rappresentarsi, o che se ne possa avere il
rapporto in nameri finiti, ossia esatto. Cionondimeno se ad
una circonferenza si vadano iscrivendo e circoscrivendo dei
poligoni regolari simili di sempre doppio numero di lati, ¢
chiaro che i loro perimetri andranno avvicinandosi fra loro
e alla circonferenza interposta che & il loro limite; cosiché
prendendo secondo gli ultimi due problemi il loro valore e
facendone la media, si avrd in questa il valore approssimato
della circonferenza medesima, il quale differira dal vero
meno deila semidifferenza dei due perimetri, e sard tanto
pit approssimato al vero, quanto maggiore sara il numerc
dei lati dei due poligoni.

A questo modo Archimede con due poligoni regolari, uno

inseritlo e Ialtro circoscritto di 96 lati, trovod il valore ap
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prossimato di :71 In seguito Adriano Mezio olandese trové

circa la meta del secolo XVI I’altro pia approssimato — 5

facile a ricordare, perché formato dai tre primi numeri di
spari duplicati, ossia dal numero 113353 diviso in due gruppi
di tre cifre. Finalmente con nuovi mezzi da altri si spinse
Vapprossimazione fino a quanto possa desiderarsi, nells
quale prendendo solo le prime nove cifre si ha il valore
3,14159263. Cambiando pure in decimali i due precedent
¢ raffrontandoli con questo, si trova che il primo non vi si
accorda oltre i centesimi, e il secondo oltre i milionesimi.

Scolio. Colle espressioni generali della circonferenza e
dell’area di un circolo, che sono 2 = re =2 e col valore
ora detto di = & facile determinare il raggio, la circonferenza
e Iarea di un circolo, quando siano date due di queste tre

" quantitd.

167. PROBLEMA 12." Date due di queste tre quantita, rag
gio, lunghezza di un arco e gradi diesso, trovare la terza
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Sia r il raggio, ! la lunghezza dell’ arco in metri, e gi
gradi di esso. E chiaro che il rapporte di un arco alla sua
circonferenza & lo stesso che il rapporto del suo numero
di gradi a 360° della circonferenza, cosiché, chiamando 2 =
la lunghezza di questa, si ha:

l:2%r::¢: 360
e quindi . 360l =27rg
: 1801 == ry,

dove il valore di = essendo noto per il problema antece-
dente, si desume il valore delle tre altre quantitd, quando

due di esse son date, nel modo seguente | = Ty , T == @,
180 ]
__ 1801
T oar
CAPO V
PIANIK. \

Essi sono qui considerati puramente come piani senza
aleun riguardo alla loro estensione e contorno; cosiché raf-
frontati colle linee rette e fra loro non possono presentare

che rapporti di posizione, che saranno determinati nelle due
teorie seguenti.

Teoria 1.2
RAPPORTI DEI PIANI COLLE LINEE RETTE.
168. TeorEMA 1.° Una retta che alzata da un piano & per-
pendicolare a due di quelle che passano per il suo piede
giacenti su di esso piano, & perpendicolare anche alle re-

stanti e quindi al piano. . S ;
Sia oc una retta alzata dal piano mn perpendicolarmente

i
i
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¢ alle due oa, od giacenti su di esso e
passanti pel suo piede: dico che essa %
o & perpendicolare alle altre che sul . 4
piano fossero condotte per quello, ¢ 2!
. quindi perpendicolare al piano ; giac- al

0 ad un piano, quando & perpendico- P!
lare a tutte le rette che su di esso ‘
passano pel suo piede. 7 u
Si prenda oa = od, conducasi ad, ca, cd, ed ob alla-meta €
di ad: si ottengono con cid i due triangoli isosceli aod, acd,
giacché per costruzione oa ='od, e quindi ca — cd oblique b:
che si scostano egualmente dal piede della perpendicolare oc: ct
onde siegue che cb, ob condotte alla meta della base comune S
ad sono perpendicolari a questa, e quindi che i triangoli a¥
cba, oba sono rettangoli in b, come il triangolo coa lo & per P!
ipotesi in o. Da questo si ha ta* = to' 4- a0, e da quelli
rispetlivamente ca* = ¢b® + ab®, ao® = ob* + ab®, e quindi di
¢0* 4 a0* = ¢b? - ab?, dove sostituendo ad @a? il suo valore
0b* -+ ab? preso dalla eguaglianza antecedente si ha ¢o® +- si
0b* + alb? = cb* 4 ab*, donde tolto la quantita ab* comune o}
al due membri dell’ eguaglianza resta ©o* + 002 == ¢0%, cioé  S€
anche il triangolo cob & rettangolo ino e laretta co & per-
pendicolare ad ob. Allo stesso modo si dimostrerebbe la Q

@
N b n ché una retta si dice perpendicolare
A

d

sua perpendicolaritd con altre che situate sul piano pas- o
sassero per il suo piede: dunque essa & perpendicolare an-
che al piano. St

Scolio. L’angolo formato da un piano e una retta che lo C
incontra dicesi piano-lineare, mentre quello formato da due 83
rette situate sopra un piano comune, dicesi semplicemente | !
angolo piano. Come questo, cosi quello pud essere retto, | d
acuto ottuso.

169. TeoreMA 2.° Da un punto di un piano non si puo cl
alzare che una sola perpendicolare, e da un punto preso l

fuori non si pud abbassare che una sola perpendicolare | 59
sopra di esso piano.
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1.° Sia oc, una perpendicolare al-
zata sul piano mn dal suo punto o:

Wl
dico che questa & la sola che possa
alzarsi. Difatti supponiamo che possa
alzarsi una seconda od. In questo. m n
P o g

caso, conducendo sul piano pel loro
piede comune o la retta pq, si avreb-
bero due perpendicolari alzate da
uno stesso punto e dalla stessa parte di una retta, locché
¢ impossibile: dunque, ec.

2.° Sia co una perpendicolare ab-
bassata dal punto ¢ sul pianomn: dico
che non se ne pud abbassare una
seconda cd. Difatti supponendola
abbassata e congiungendo i loro
piedi colla retta od, si avrebbe un
triangolo ocd con due angoli retti,
locché € nuovamente impossibile:
dunque, ec.

170. TeoreMa 3.° Se da un punto preso fuori di un piano
si abbassano sopra di questo una perpendicolare e delle
oblique, la perpendicolare & piu corta di ogni obliqua e
segna la minima distanza di quel punto dal piano.

Sia co la perpendicolare, cd una obliqua (figura precedente).
Questo caso, siccome & lo stesso con quello del N. 10,
cosi resta dimostrato con esso.

Scolio. Quindi si ha una maniera facile di determinare
sul piano il piede della perpendicolare che ad esso voglia
condursi: cioé fatto centro nel punto, da cui vuolsi abbas-
sare la perpendicolare, si descrive con compasso adatto
un circolo sopra il piano: il centro del circolo segna il piede
della perpendicolare da abbassare da quel punto.

171. TeoreMA 4.° L’inclinazione di una retta con un piano
che incontra, ¢ data dall’angolo che essa fa con la retta
che unisce il suo piede a quello della perpendicolare abbas-
sata dallo stesso punto con la retta medesima.

Sia as la retta proposta, ed ao la perpendicolare con essa

ir}




abbassata dallo stesso punto 4 sul
piano ‘mn. Congiungendo i loro
piedi con la retta os, e conducendo
¢s eguale a questa, come ‘pure la
retta ac che congiunge I’ estremiti
di ¢s con Pistesso punto a, si ha
il triangolo aso, e il triangolo asc
nei quali il lato as & comune, i lati
80, s¢ sono eguali per costruzione, e

il terzo ao < ac perché la perpendicolare & piu corta della

obliqua; epperd (55) I’angolo aso di inclinazione @ minore
dell’angolo asc. Lo stesso dimostrasi in egual modo di quel
primo rispetto ad ogn’ altro di quella obliqua col piano: dun-
que esso come minimo segna Vinclinazione della obliqua
al piano. : ‘

172, Teorems 5.° Una retta condotta pel piede di una
obliqua perpendicolarmente alla retta che unisce il suo piede
con quello della perpendicolare abbassata dallo stesso punto,
da cui & abbassata I’ obliqua, & perpendicolare a questa.

« : Sia as I’ obliqua, ao la perpendi-
colare abbassata dallo stesso punto,
so la retta che unisce’ i loro piedi,
e ¢d condolta pel piede dell’ obli-

e / qua perpendicolarmente ad so. Pren-
m [ n dendo s¢ = sd, e conducendo le rette
Y ¢o, do, ac, ad si hanno i due triangoli

d

i

isosceli cod, cad, nel secondo de’quali
la obliqua as condotta alla meta della
hase ¢d & perpendicolare a questa: dunque una retta, ec.
Scolio. Le due rette ao, cd tuttoché perpendicolari am-
bedue alla’terza so, pur non sono parallele fra loro, perché
non sono con essa ambedue situate sullo stesso piano: onde
si vede che questa condizione di parallelismo altrove asse-
gnata (12) & essenziale. : :
173. TeoreMa 6.° Una retta situata fuori di un pianc

parallelamente ad un’altra posta sopra- di esso & parallela
al piano. - e -

|

Y— g
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Sia ab la retta situata fuori

parallelamente alla retta ed - ' ’b
posta sul piano mn: dico che
la prima ¢& parallela con questo. l

Difatti, se ¢io non &, prolun- ™/ oo d [n
gando sufficientemente 1’ una
e Paltro devono incontrarsi,
e Pincontro deve succedere nella direzione del piano, su
cui sono situate le due parallele; ma cio importercbbe contro
la ipotesi I'incontro di queste due: dunque, ec.

174. TeoreMA 7.° Due rette perpendicolari ambedue ad
un piano sono parallele fra loro. :

Siano ab, c¢d due rette perpendi-
colari al piano mn. Se esse non ar ¢
sono parallele, prolungate sufficien-
temente si incontreranno, € si avran
cosi due perpendicolari abbassate
da un istesso punto, che sarebbe m } d n
quello del loro incontro, sul piano
mn; locehé & impossibile: oppure,
bODdOUﬂ la retta bd, in quel caso
si avrebbe un triangolo con due angoh retti; locché & pure
impossibile : dunque, ec.

175. Teorema 8.° Di due rette fra loro parallele se una
& perpendicolare ad un piano, ’altra & pure perpendicolare

ad esso.
Siano ab, c¢d le due rette fraloro
parallele, delle quali la prima sia a

perpendicolare al piano mn: dico
che la seconda & pure perpendico-

ld ,
: é
lare ad esso. , ) 1
Difatti condotta la traversale ac p Bl s In
! ° ‘
' 0

si ha I’angolo a = acd, e condotta
be si ha il triangolo abc rettangolo
in b, in cui i due angoli @ ed ach .
formano un angolo retto, cosiche
sostituendo al primo. di questi il suo eguale acd si ha che .
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i due angoli acd, ach formano pure un angolo retto, ¢

quindi che ¢d & perpendicolare- con be che passa per il
suo piede. Or conducendo os perpendicolare a quest’ ultima,
essa & perpendicolare alla obliqua o traversale ac (172), e
quindi anche alla retta ¢d situata con essa in un istesso
piano, cosiché quest’ultima & perpendicolare ad una seconda
retta che sul piano mn passa per il suo piede: dunque la

3

stessa & pure (168) perpendicolare al piano: dunque di
due rette, ec.

176. TeoreMA 9.° Due rette parallele ad una terza sono
pacallele fra loro anche quando solo a due a due sono
situate sullo stesso piano.

Siano ab, cd parallele colla
terza mn situate con essa sepa-
ratamente su lo stesso piano:
dico che sono parallele.

Difatti conducendo un piano
perpendicolare ad ab, questo
risulta perpendicolare anche alle
altre due rette (175), e quindi le dueab, c¢d come perpendi-
colari ambedue ad un tal piano sono parallele fra loro (17%) :
dunque due rette, ec. :

Teeria 22

RAPPORTI DEI PIANI FRA LORO.

Come le rette, cosi i piani possono presentare quattro
rispettive posizioni diverse, incontro, intersezione, perpendico-
larita e parallelismo, nelle quali & da vedere i veri, a cui
dan luogo.

177. TeoreMa 1.° I punti d’incontro o d’intersezione di
due piani formano una linea retta.

Infatti supponiamo che fra quei punti ve ne fosse alcuno
non situato cogli aliri nella stessa dirittura: siccome tre
punti non situati nella stessa dirittura bastano per fissare
la posizione di un piano, e due piani che abbiano quellj

|
|
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tre punti comuni si confondono; cosi con tale supposizione
si andrebbe contro Pipotesi fatta di due piani distinti, loc-
ché non puo farsi: dunque, ec.

178. TeoremA 2.° L’angolo diedro formato dall’incontro di
due piani si misura dall’angolo piano formato da due rette
condotte in essi da un punto della loro linea di incontro
perpendicolarmente a questa.

L’angolo piano perché possa servir di misura al diedro
deve poterne subire tutte le vicende, cioé nascere, aumen-
tare, diminuire, annullarsi con esso; ma a tanto son neces-
sarie e bastano le dette due condizioni, come per sé é evi-
dente: dunque, ec.

179. Teoreys 3.° La somma di due angoli diedri adja-
centi formati dall’incontro di due piani ¢ eguale a due angoli
diedri retti.

Sia ac un piano che incontra Pal-
tro de. Da un punto o della linea ¢cb a
del loro incontro si conducano le
rette on, os, om perpendicolari a
quella; si hanno due angoli piani
contigui nos, mos, che colla loro m
somma eguagliano due retti; ma
dessi sono misura dei due angoli die-
dri: dunque, ec.

180. TeoreMA 4.° Due piani che si intersecano, hanno
eguali gli angoli opposti al vertice.

Siano ab, de due piani che si
intersecano: dico che gli angoli
diedri acsd, bsce opposti al vertice d}(\
sono eguali. . \ c

n
b
e

Conducendo sopra i due piani per * \
il punto o della loro intersezione ¢s ™
le reite mn, pq perpendicolari ad 5\
essa linea di intersezione, si hanno
gli angoli piani pom, gon opposti al q
vertice, che sono eguali: dunque
anche i diedri, che da essi sono misurati.
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181. TeoreMa 5.° Quando due piani sono fra loro per-
pendicolari, qualunque retta condotta sopra di uno perpen-
dicolarmente alla linea del loro incontro & perpendicolare
all’altro piano; e viceversa quando questa sia perpendico-
Jare all’aliro piano, i due piani sono perpendicolari fra loro.

Siano ab, cd due piani perpen-
dicolari fra loro. Conducendo
dal punto o della lorvo linea di
incontro be le rette on, os per-
pendicolari ad essa, queste, co-
me i piani su cui sono situate,
risultano perpendicolari fra loro,
cosiché ciascuna come perpen-
dicolare a due rette che pas-
sano per il suo piede sull’altro
piano & perpendicolare ad esso.

Viceversa se esse sono perpendicolari all’altro piano, sono
perpendicolari fra loro, perché una retta perpendicolare ad
un piano ¢ perpendicolare a tutte le rette che passano per
il suo piede sopra di esso; e quindi anche i due piani sono
perpendicolari fra loro.

Corellario. 1.° Qualunque piano gmceme sopra una retta,
la quale sia perpendicolare ad un altro, ¢ perpendicolare
con questo; 2.° di tre rette, perpendicolari fra loro, cia-
scuna ¢ perpendicolare al piano delle altre due, e i piani
di esse sono perpendicolari fra loro.

182. TeoreMa 6.° L’ intersezione di due piani perpendicolari
ad un istesso piano & perpendicolare a questo.

Siano i piani ab, cd intersecantisi fra loro e perpendicolari

al piano mn: dico che la loro in-

@ e ~I° tersezione eo € pure perpendico-
lare a questo.

Infatti essa come giacente sul
piano ab & perpendicolare alla retta
m P dp, e come giacente sul piano dc
2NN . ¢ perpendicolare alla retta bg: dun-
que come perpendicolare a due

S

i1
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rette che passano pel suo piede sul piano mn & perpendi-
colare a questo. e

183. TeoremA 7.° Due piani perpendicolari ad una retta
sono paralleli. o

Supponiamo che non lo siano, cioé¢ che sufficientemente-
prolungati potessero incontrarsi: in tal caso congiungendo
un punto del loro incontro con due rette condotie sui due
piani a quella retta, si avrd un triangolo con due angoli’
retti, oppure due perpendicolari condotte da uno stesso
punto sopra una retla; ma cid non'puo essere: dunque, ec.

Corollario. Qualunque retta condotta in uno di due piani
paralleli & parallela all’ altro piano; e per un punto preso
fuori di un piano si pud condurre una infinitd di rette pa—
rallele ad esso.

184. TroremA 8.° Due piani paralleli tagliati da un pxano
traversale danno intersezioni che sono parallele.

Siano mn, pg due piani paralleli
tagliati dal piano traversale ab: dico "'K
che le intersezioni cd, os sono pa- d
rallele fra loro.” - wrf ‘ /n

Infatti se queste prolungate po- —c —
tessero’ incontrarsi, cid dovrebbe
accadere anche dei due piani mn, P/ J '
pg, ai quali appartengono; ma al- as
lora si andrebbe contro Iipotesi, /’ o
che dice esser dessi paralleli: dun- b g
que, ec. :

- Corollario. Due piani paralleli sono equndnstanu in tutta
la loro ampxezza, hanno le perpendlcolam comuni; e le pa-
rallele da essi comprese sono eguali.

185. TeoreMA 9.° Due piani paralleli tagliati da un piano
traversale formano angoli diedri interni-alterni, oppure
esterni-alterni, oppure corrispondenti eguali; ed interni dalla
stessa parte, oppure esterni daila stessa parte, oppure inh-
terni-esterni-alterni supplementarii: ma non viceversa.

La diretta si dimostra come nel caso simile di due rette
parallele “tagliate da una retta traversale (20), dipendente-
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mente da cid che si ¢ stabilito (178) della misura degli an-
goli diedri. La inammissibilita della reciproca & evidente;
giacché due piani posati perpendicolarmente sopra un terzo
ed al tempo medesimo obliqui fra di loro, formano con
quello angoli diedri, la cui somma & eguale a due angoli
retti, senza che essi due piani siano fra loro paralleli.

186. Teonems 10.° Due angoli che abbiano i lati rispet-
tivamente paralleli e Papertura volta nello stesso verso o
in verso opposto sono eguali, anche quando sono situati so-

pra piani diversi, e questi sono pure fra di loro paralleli.

Siano abc, den due angoli situati sopra
diversi piani con i lati rispettivamente
b ¢ Dbaralleli e ’apertura volta nello stesso

verso. Prendendo ab = de, bc = en, e

d ‘conducendo le rette be, ad, cn, ac, dn,

si ottengono i parallelogrammi abed, benc,

el n acdn, nei quali & lato ab = de, bc = en

per costruzione, ed ac = dn per la na-

tura dellultimo parallelogrammo; e quindi i due triangoli

abc, den come aventi i tre lati rispettivamente eguali sono
“eguali: dunque, ec.

Lo stesso sarebbe quando i due angoli avessero Iaper-
tura volta in senso opposto; giacché prolungando in uno
di essi i lati dalla parte del vertice, risulta un angolo op-
posto al vertice eguale all’altro coi lati rispettivamente pa-
ralleli e Papertura volta in senso opposto. Che poi anche i
piani di essi due angoli siano paralleli, ¢ manifesto da cid che

la loro rispettiva posizione resta fis-

mf @ P in  sata da quella dei lati dei due angoli.

187. Teorema 11.° [ segmenti di

rette fatti da piani paralleli sono fra
loro proporzionali.

Siano ab, cd due rette tagliate dai
tre piani paralleli mn, os, pq. Con-
ducendo la traversale ad, e segnando
le intersezioni dei loro piani con
quelli, si ha intersezione ef paral-

«

(Iq
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lela con bd, fg con ac, e quindi ae: eb :: af : fd :: ¢ :9d;
epperod si ha ae : eb :: ¢y : gd, come fu proposto.

188. TeortMA 12.° Uno qualunque dei tre angoli piani,
ossia delle tre facce che costituiscono un angolo medro,
minore della somma delle altre due. .

Sia s un angolo solido trie-
dro, cioé formato da tre facce S
ash, asc, bsc: dico che una
qualunque & minore della som-
ma delle altre due.

Se fossero tutte eguali fra C\N L
loro, la tesi proposta sarebbe & d ]
per sé evidente: occorre dun-
que di doverla dimostrare nel caso che una sia maggiore
di ciascuna delle altre due. Sia questa la faccia asb. Ta-
gliamone la porzione asd = asc, prendiamo lo spigolo sd
= s¢, e conduciamo le rette ac, ad condotta fino in b, e la
retta be: si ha il triangolo asd == asc (5%), e quindi il lato
ad = ac: nel triangolo abc si ha ad - db, ossia ab < ac 4 be,
donde togliendo le due quantitd eguali ad, ac, resta bd < be,
e quindi Pangolo bsd < bsc. Or aggiungendo al primo di
questi ’angolo asd, e al secondo I'altro eguale asc, si ha
Pangolo o faccia asb < asc -+ bsc come nella tesi proposta.

189. TeoreMa 13.° La somma degli angoli piani che co-
stituiscono un angolo solido convesso, cioé avente tutti gli
spigoli salienti, & minore di quattro angoli retti.

Sia s un angolo pentaedro convesso.

Chiudendolo con la base abcde, si ha in s
questa per somma de’ suoi angoli sei an-

goli retti, e per quella degli angoli delle

facce laterali, compresi gli angoli del ver-

tice costituenti I’ angolo solido, dieci an-

goli reiti; ma uno qualunque della base & be
minore degli altri due concorrenti delle pd
facce laterali (teorema antecedente): dun-

que la somma dei soli angoli alla base nelle facce laterali
¢ maggiore di sei angoli retti, e quindi resta meno di
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quattro angoli retti per quelli soli del vertice, come fu
proposto.

Corollario. Non si possono formare anﬂoh solidi con an-
goli piani di poligoni regolari al di la del pentagono re-
golare.

190. Teoreys 14.° Un angolo triedro, che abbia due an-
goli diedri eguali, ha le facce opposte ad essi eguali.

Sia I'angolo triedro s, il quale abbia
gli angoli diedri sb, sc eguali: dico
che le facce opposte asc, ash sono eguali.

Infatti conducendo per il punto a
dello spigolo sa i due piani abd, acd
rispettivamente perpendicolari agli spi-
goli sb, sc, Vintersezione loro ad ri-
sulta perpendicolare al piano bsc (182);
quindi gli angoli adb, adc sono retti,
i triangoli adb, adc hanno inolire il lato ad comune, e P’an-
golo abd = acd, perché sono misura di angoli diedri per
ipotesi eguali: dunque le loro ipotenuse ab, ac sono eguali;
i triangoli abs, acs rettangoli in b e ¢ avendo I’ipotenusa as
_comune, e il cateto ab = ac, sono eguali, e quindi angolo
pxano o faccia asb = asc.

‘Corollario. Se i tre angoli diedri sono egualx, le tre facce
sono -eguali.

191. Teorema 15.° Un angolo triedro che abbia due an-
goli diedri disuguali, ha le facce opposte disuguali, cio¢ al
maggior angolo & opposta una faccia piu grande.

Sia s I'angolo triedro, che ha
Pangolo diedro sb < sc. Prendendo
da questo il diedro bscd eguale al
diedro sb, le facce ad essi opposte
bsd, csd sono eguali (teorema pre-
cedente); ma nell’angolo triedro
sacd si ha (188) asd |- dsc > asc:
dunque sostituendo 'angolo bsd al-
Pangolo dsc si ha asd -+ bsd, ossia
faccia asb > asc, come fu proposto.

S
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Seolio. Questo teorema contenendo la contraria del pre-
cedente, fa che le loro reciproche siano evidenti.

192. TeorenMa 16.° Due angoli triedri che abbiano le tre
facce, o due e I’angolo diedro intermedio, o una e i due
diedri adjacenti rispettivamente eguali e similmente dispo-
sti, sono eguali e sovrapponibili.

Siano s s’ due angoli triedri, nei quali supponiamo:

(74

1.° Le tre facce rispettivamente eguali e similmente di-
sposte: prendendo s¢ = s'c’, e dai panti ¢, ¢’ conducendo
perpendicolarmente ad essi spigoli i piani cab, ¢'a’t’, si ha
il triangolo csb == ¢'s'l’, csa = c¢'s'a’ (87), quindi il lato sb
= ¢V, bc = V¢, sa = s'a', ca = c'a', il triangolo abs
= a'b’s' (84), il triangolo ach = a’c’t’ (83), ’angolo di essi
¢ = ¢’; ma questi sono misura degli angoli diedri s¢c = §'c':
dunque i due triedri hanno questo diedro eguale. Ripetendo
una simile costruzione e ragionamento sugli altri due die-
dri se ne trova pure la rispettiva eguaglianza: dunque, ec.

2. La faccia asc — a’s’c’, bsc = b's’c’, e angolo diedro
intermedio s¢ = s¢.

Sovraponendo I’angolo diedro sc al suo eguale, le facce
che li formano devono coincidere, perché rispettivamente
eguali e similmente disposte, e quindi le rimanenti parti
devono rispettivamente coincidere fra loro: dunque, ec.

3.° La faccia asb = a's't’ coi due diedri adjacenti rispet-
tivamente eguali e similmente disposti.

La dimostrazione & analoga alla precedente: cioé se fatta
la sovrapposizione, le rimanenti parti ncn coincidessero, la .
ipotesi non potrebbe sussistere; ma questa deve rimaner
ferma: dunque, ec.

~
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Scolio. Se stante la rispettiva eguaglianza di quelli

elementi mancasse la simile loro disposizione, i due an-
goli triedri restano simmetrici, sono eguali, ma non pos-
sono sovrapporsi, come aventi gli elementi eguali disposti
oppositamente rispetto a un piano comune. In simile caso
I triangoli eguali sono anche sovrapponibili, perché sipos-
sono soprapporre rovesciandoli, ma cid non pud ottenersi
rivoltando gli angoli tiedri simmetrici.

193. TeoreMA 17.° Due angoli poliedri sono eguali e so-
vrapponibili, quando, eccettuati un angolo diedro con le
due facce adjacenti, oppure una faccia coi due angoli die-
dri adjacenti, oppure tre angoli diedri successivi, hanno gli
altri elementi rispettivamente eguali e similmente disposti.

La dimostrazione & analoga a quella del N. 60 di due
poligoni aventi condizioni simili a queste.

194. Trorema 18.° In un angolo triedro la somma degli
angoli diedri & maggiore di due, e minore di sei angoli retti.

Per la dimostrazione si osserva, che abbassando da un
punto ‘interno all’angolo triedro una perpendicolare sopra
ciascuna delle sue facce, quelle coi loro piani formano un
angolo triedro, che dicesi supplementario del precedente,
perché le sue facce o angoli piani aventi il vertice in quel
punto sono supplementarii coi diedri opposti di esso; co-
sicheé chiamando questi a, b, ¢, le facce o angoli piani del
supplementario sono 2r — a, 2r — b, 2r — ¢, e quindi
la loro somma é 6r — (@ <+ b -+ ¢); ma questa ¢ minore
di quattro angoli retti (189): dunque 6r — (a -4~ b + 0)
< kr, e quindi ‘

' a-+b-4c>2r

Inoltre ciascun angolo diedro & minore di due angoli

retti (188): dunque
a+b4c<6r

Scolio. 1.° Un angolo triedro si dice rettangolo, biret-
tangolo, triretlangolo, secondoché ha uno, due, tre angoli
diedri retti; 2.° la somma degli angoli diedri di un angolo
poliedro di n facce & compresa tra 2r (n — 2) e 2nr,
come nel caso particolare dell’ angolo triedro.
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CAPO VI

SOLIDI POLIEDRI.

195. [ solidi si dividono in due classi, cio¢ in solidi po-
liedri e solidi di rivoluzione. Diremo qui dei primi, e nel
capo seguente dei secondi. Si chiamano solidi poliedri o
semplicemente poliedri quei corpi geometrici che sono ter-
minati da facce piane. Fra essi distinguonsi principalmente
i prismi, i parallelepipedi e le piramidi. Un poliedro, di cui
tutte le facce sono poligoni regolari eguali, e gli angoli so-
lidi sono eguali, dicesi regolare. Per cido che fu stabilito
(189. Cor.), parlando della somma degli angoli piani costi-
tuenti un angolo poliedro. non possono esservi che i cinque
seguenti poliedri regolari, cioé il tetraedro, I esaedro, 1’ ot-
laedro, il dodecaedro e 1icosaedro regolari.

Un poliedro qualunque, secondoché si considera isolata-
mente, o raffrontato con altro, pud presentare delle pro-
prietd e dei rapporti. Tutto cio insieme alla misura di su-
perficie e di volume dei poliedri sara ordinatamente de-

terminato per ogni caso che possa occorrere nelle seguenti
cinque teorie.

Teoria 12

PROPRIETA’.

-

Queste saranno stabilite prima per ciascuno dei tre po-
liedri principali sopra accennati, e poi per un poliedro qua-
lunque.

196. TeoreMA 1.° In un prisma una sezione parallela alla
base ¢ eguale a questa.

Dicesi prisma un poliedro che ha due basi poligone,

Geometria Elementare. 8
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eguali, e parallele le facce laterali parallelogramme: dal
numero di queste prende nome di triangolare, quadran-
golare , ec.; e dall’essere esse perpendicolari od oblique
sulla base dicesi prisma retto od obliquo, dei quali il primo
dicesi rettangolare, quando le sue basi sono rettangole come
le facce laterali, cosiché ogni prisma rettangolare & retto,
non viceversa.
Sia il prisma ah: dico che la sezione
o« kopgs fatta parallelamente alla base ¢
b ¢ eguale a questa.
Infatti i lati della sezione e della bast

C/Ld' essendo linee parallele comprese tra pa
)

rallele sono rispettivamente eguali; e gli
K N angoli dell’una con quelli dell’altra avendo
< ' 4 rispettivamente i lati parelleli e Papertura

o/,;\r’ volta nello stesso senso, sono pure ri

N) v spettivamente eguali; ma due poligoni

h 2 aventi queste condizioni sono eguali (60):
dunque, ec.

Scolio. In un prisma il numero delle facce, degli spi
goli e dei vertici offrono questa proprietd, che chiamands
% il numero dei lati della base, sard # -1~ 2 il numero dellt
facce, 2n quello dei vertici, ¢ 3n Daltro degli spigoli.

197. TeoreMa 2.° In un parallelepipedo 1.° le facce op
poste sono parallele ed eguali; 2.° gli angoli diedri e trie
dri opposti sono eguali; 3.° le diagonali interne si tagliano
tutte in parti eguali in un istesso punto; 4£° in un paral
lelepipedo rettangolo sono tutte eguali, e il quadrato d
ciascuna & equivalente alla somma dei quadrati di tre spi
goli concorrenti; 5.° una sezione che passi per quattr
delle sue facce € un parallelogrammo; 6.° una sezione che
passi per due spigoli opposti somministra due prismi trian-
golari equivalenti, ciascuno dei quali & meta del parallele
pipedo.

1.° Sia il parallelepipedo bk: dico che le sue facce oppo
ste sono eguali e parallele.

Hssendo il parallelepipedo una specie di prisma avente It
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basi parallelogramme, ¢ nei prismi
le basi essendo eguali e parallele,
resta solo a provare che in esso
anche le facci laterali opposte sono A
eguali e parallele. A tale oggetto
si osserva, che per la natura an-
zidetta dei parallelepipedi lo spi- _
golo o lato eh & eguale e parallelo J
con fy, il lato ae & eguale e paral- ¢ h
lelo con bf, e quindi (186) I’angolo
ach = bfy, la faccia ak eguale e parallela con I’opposta by.
Allo stesso modo cio si dimostra delle altre: dunque, ec.

2.° Supponendo retto il parallelepipedo, gli angoli piani
della base sono misura degli angoli diedri delle facce la-
terali, e gli angoli piani di queste sono misura dei diedri
che esse formano colle basi; ma nelle basi e nelle facce
laterali, perché parallelogramme gli angoli piani opposti
sono egnali: dunque anche i diedri che ne sono rispettiva-
mente misurati. Ma gli angoli triedri opposti, perché cosi
formati da angoli piani rispettivamente eguali, sono pure
eguali (192), non perd sovrapponibili, perché li angoli piani
che li formano sono volti in senso opposto.

La supposizione che il parallelepipedo fosse retto, non
servendo che per maggiore facilita di dimostrazione, lascia
che questa valga anche per uno

non retto. b d
3. Nel parallelepipedo ah consi- \\\_\ N

derando le due diagonali interne ah, \

by come diagonali del parallelo- \

grammo abhg, sappiamo che esse ta- \”1

gliansi mutuamente in parti eguali 7
nel punto s, e lo stesso avviene Ry oy
delle altre: dunque, ec. i
&.° Sia ak un parellelepipedo rettangolo: le diagonali in-
terne cogli spigoli laterali e colle diagonali delle basi,
come by, be, eg, formano dei triangoli rettangoli come beg,
aventi per ipotenusa le diagonali interne ; cosiché sup-

=
o

&




116
ponendo tutte queste condotte, come
b pure altra della base, si ha:

Bg* = be* -+ eg?
a < aht = it 4 B
\ ¢t =g -+ ge*
, L dft = di* ~+ Rhf*.
e Ma nel parallelepipedo gli spigoli op-
F /g posti sono eguali, e nel parallelepipedo

rettangolo le diagonali della Lase sono
eguali: dunque i secondi membri di quelle eguaglianze,
sono eguali, e quindi anche i primi, cosiché estraendo le
radici si trova che le diagonali interne sono eguali. Ora
osservando che be* = cg? e get = gf* -+ gh?, se nella prima
_eguaglianza a be* si sostituisce ¢g*: ed a eg® si sostituisce
gf* + gh?, si ottiene g = gc* 4~ ¢f* 4~ ght, cio& il quadrato
di una diagonale interna & eguale alla somma dei quadrati
di tre spigoli concorrenti.
5.° Le facce opposte di un parallelepipedo essendo pa-
rallele, un piano traversale, quale & quello della sezione
proposta, da delle intersezioni parallele opposte: dunque, ec.
6.° Nel parallelepipedo ah facendo
una sezione per i due spigoli op-
b d posti be, cg, & chiaro che esso ne &
7y U
< diviso in due prismi triangolari equi-
valenti, come quelli che hanno tutti
gli elementi rispettivamente eguali,
h e cheidue prismi sono sovrapponi:
& Z4 bili o solamente simmetrici, secon
doché il parallelepipedo & retto od
obliquo.

Scolio. In un parallelepipedo che abbia tutti gli spi-
goli eguali, come & il cubo, il quadrato di una diagonale
interna ¢ equivalente al triplo quadrato di uno spigolo;
cosiché chiamando d la diagonale, a lo spigolo, si ha d* =
3a%, e quindi d =a/ 3. ;

198. TeoreMA 3.° In una piramide 1.° una sezione paral-’
lela alla base & un poligono simile a quello della base,‘

—~ e e
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2.° gli spigoli laterali e I’altezza ne sono tagliati in parti
fra loro proporzionali.

Sia la piramide sabcd: dico 1.° che la
sezione eopq psrallela alla sua base & si-
mile a questa.

I lati di esse essendo rispettivamente
paralleli sono proporzionali (84), e i loro
angoli avendo i lati rispettivamente paral-
leli e I"apertura volta nello stesso senso,
sono rispettivamente eguali; cioeé i due poli-
goni della sezione e della base hanno le
condizioni assegnate (77) per la loro simili-
tudine: dunque, ec.; 2.° che gli spigoli la-
terali e V’altezza sm sono tagliati in parti fra loro propor-
zionali; giacché se si supponga condotto per il vertice s
un piano parallelo ai due della sezione e della base, quellt
s igoli ed altezza ne son tagliati in parti proporzionali (187).
Lo stesso dimostrasi (77) tirando le diagonali, che in tal
caso entrano anch’esse a formar la proporzione; giacché
sihasp:pa::pn:am ::sn:nm.

199. TeoreMA 4.° Un poliedro qualunque pud sempre de-
comporsi in tante piramidi, quante sono le sue facce.

Infatti si potrd sempre da un suo punto interno supporre
condotteai suoi vertici delle rette, le quali coi loro piani evi-
dentemente divideranno il poliedro in tante piramidi quante
sono le sue facce, le quali serviranno ad esse di base, e
quel punto di vertice comune.

Scolio. In un poliedro il numero dei vertici, delle facce
e degli spigoli hanno fra loro un nesso rimarchevole com-
preso in questa formola primamente proposta e dimostrata
da Eulero (s 4-2 = v + ), nella quale s indica il numero
degli spigoli, v quello dei vertici, ed f I’altro delle facce,
cosiché conoscendo due di quei numeri, per essa si arriva,
a conoscere il terzo. '

Dalla stessa derivano questi altri teoremi: che per tale
loro derivazione diconsi di Eulero, cioé 4.° in un polie-
dro convesso ciascuna faccia non pud avere piu di cinque
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lati; 2.° ciascun angolo solido non pud avere pit di cinque
facce; 3.° un poliedro regolare non pud avere per facce
che triangoli equilateri, quadrati e pentagoni regolari;
&.° ciascun suo angolo poliedro ha solo tre, o quattro, o
cinque angoli piani; 8.° in un poliedro convesso la somma
degli angoli delle facce di un angolo solido & eguale a

lante volte quattro angoli retti quanti vertici ha il poliedro
meno due.

Teoria 2,2 a
EGUAGLIANZA. t
i
200 Tromems 1.° Due prismi retti di cgual base e di i
eguale altezza sono cguali. S
Infatti supponiamo di sovrapporre la base dell’ uno a )
quella dell’altro: queste, perche eguali, devono coincidere, d
e quindi, perché i prismi son retti e di eguale altezza, le
altre loro parti devono™ pure coincidere, altrimenti si an- C
drebbe contro I’ipotesi. ' : c
Corollario. Due parallelepipedi retti di egual base e di P
eguale altezza sono eguali. gl
201. Teorema 2.° Due prismi che abbiano un angolo trie- d
dro formato da facce rispettivamente eguali e similmente d
disposte, sono eguali. ' ¥
' a Siano i due prismi alc,
' den, nei quali gli angoli 8
triedri @, d sono formati €
- da facce rispetiivamente )
eguali e similmente dispo- I
ste: dico che essi sono &
eguali.
Infatti i due angoli trie- r
B £ / dri, perché formati da facce c
rispettivamente eguali e si- r
milmente disposte, sovrapponendoli devono coincidere (192);
lo stesso deve succedere delle facce che li formano, per-. a
el
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ché eguali e similmente disposte; e quindi di tutti i re-
stanti elementi dei due prismi: dunque, cc.

202. TeoreMA 3.° Due piramidi triangolari che abbiano
tre facce rispettivamente eguali e similmente disposte, o
due e P'angolo compreso, o una e i tre angoli diedri adja-
centi, sono eguali.

Nelle due piramidi trian-
golari abed, efgh siano 1.°
abe = efy, acd = egh,
abd = efh.

In tal caso si ha I’angolo
triedro a==c¢(ivi); e quindi
devono coincidere fraloro /

i restanti elementi, se non b c\f’f J h
si vuole andare contro la
ipotesi; 2.° la faccia abc = efg, acd = egh, e ’angolo die-
dro intermedio ac = eg.

Sovrapponendo P'angolo diedro ac al suo eguale ey, questi
coincideranno, e quindi anche le facce ad essi adjacenti,
come pure gli clementi restanti, perché altrimenti quei
primi non avrebbero potuto coincidere, né quindi essere
quali furono supposti; 3.° la faccia bed = fgh cogli angoli
diedri ad esse adjacenti, bc = fy, ¢d = gh, bd = fh. La
dimostrazione & analoga a quelle dei due casi precedenti
per via di sovrapposizione.

Corollario. Due piramidi triangolari quando hanno tutti
gli spigoli rispettivamente eguali e similmente disposti, sono
eguali.

203. Teorems 4.° Due piramidi qualunque che abbiano
la base e una faccia laterale eguali, similmente disposte ed
egualmente inclinate sulla propria base, sono eguali.

-La dimostrazione si di come del secondo caso del teo-
rema precedente, nel qnale se per una faccia si prenda
come in questo la base, esso si estende a qualunque pi-
ramide.

Corollario. Due piramidi sono eguali, quando hanno un
angolo triedro alla base formato da facce rispettivamente

o i strme—— o R—
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eguali e similmente disposte, giacché con cio vengono ad
avere la base e una faccia laterale rispettivamente eguali,

similmente disposte, ed egualmente inclinate sulla pro-
pria base.

Teoria 32
EQUIVALENZA.

204. TeoreMA 1.° Un prisma triangolare & equivalente
alla metd di un parallelepipedo della stessa altezza e di base

doppia.
Sia il prisma triangolare agf: se ad
9 b esso si aggiunge laltro simmetrico dhe,
c y si forma manifestamente il parallelepi-
pedo af della stessa altezza e di base
doppia: dunque, ec.

e h  205. TeEorEMA 2.° Due parallelepipedi
di cgual base e di eguale altezza sono
J 7 equivalenti.

Sia il parallelepipedo retto ad, e ’obliquo ek di base co-
mune ed, e di eguale altezza

/g nd, compresi tra gli stessi
h

«w

piani laterali afg, mdh: dico

i che essi parallelepidi sono
equivalenti, ossia eguali in
¢ . volume.

E chiaro che le loro basi

piano ah; che ag é una sola
retta, e parimente mh; che queste due rette sono parallele
fra loro; e quindi che i due prismi triangolari ach, bdyg,
come aventi tutti gli elementi rispettivamente eguali e si-
milmente disposti, sono eguali. Or se dall’intiero corpo geo-
metrico adg si tolga I'uno o Paltro di quei prismi, si ha 'uno
0 Paltro dei due parallelepipedi; ma quando da un tutto si
tolgono porzioni eguali, i residui rimangono eguali: dun-
que, ec.

c d superiori formano un solo °

e o e
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Se i due parallelepipedi
non fossero compresi fra
piani laterali paralleli, come
per esempio i parallelepipedi
ach, ney, vi si possono sem-
pre ridurre per mezzo di
un terzo mcn, che essendo,
per cido che & detto, equi-
valente conciascuno di quelli
due, fa che essi siano equivalenti fra loro.

Corollario. 1.° Un parallelepipedo qualunque & equivalente
ad un parallelepipedo rettangolo -della medesima altezza e
di base equivalente, giacché se fosse obliquo, sarebbe equi-
valente per la dimostrazione ora data, e se fosse retto, que-
sto si converte in rettangolo equivalente con cambiarne la
base da parallelogramma in rettangola, locche si pud sempre
fare (62); 2.° due prismi triangolari della medesima altezza
e di base equivalente sono equivalenti, perché sono rispet-
tivamente metd di parallelepipedi equivalenti.

206. TeoreMA 3.° In due piramidi della medesima altezza
e di base equivalente le sezioni parallele alla base e fatte
ad eguale altezza al disopra di questa sono equivalenti.

Siano s " due piramidi della medesima altezza sp, s'q, e

di 'base equivalente, nelle quali le sezioni parallele mg, tx
sone fatte ad eguale, altezza disopra delle loro basi: dice
«che -esse sezioni sono fra loro equivalenti. ~
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Esse dividono gli spigoli laterali e le altezze in parti
proporzionali, hanno i lati proporzionali con quelli delle ri-
spettive basi, ed esse stesse sono proporzionali coi qua-
drati dei loro lati e di quei segmenti; cosiché si ha

my :oae ::osc?: spt
. tw:hl::?f)’:?{}’;
ma per ipotesi sp* = s¢*: dunque mg = (z.

207. TEoREMA 4.° Due piramidi triangolari della medesima
altezza e di base equivalente sono equivalenti.

Siano le due piramidi triangolari s s* della medesima al-

S s

tezza e di base equivalente: dico che qualunque differenza
benché minima di volume voglia tra esse supporsi non &
ammissibile, e quindi che sono equivalenti.

Supponiamo che la prima sia maggiore della seconda, e
che ne sia d la differenza. Questa potra rappresentarsi in
volume con un prisma triangolare che abbia per base quella
della piramide, e per altezza un’altezza x. In tal caso potremo
sempre dividere lo spigolo sb in un dato numero di parti
eguali, ciascuna delle quali sia minore dell’altezza x. Or se
sopra ciascuna di quelle parti si costruiscono dei prismi trian-
golari esterni abcmno, ecc., ed interni pbqunv, ecc.: & evi-
dente 1.° che ciascuno interno & eguale all’esterno sopraicom-
bente immediato, come aventi base ed altezza eguale; 2.° che
ciascuno esterno ha il suo eguale negli interni, meno ’esterno
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incumbente sulla base della piramide, il quale percid costi-
tuisce la differenza tra la somma del prismi interni e

quella degli esterni; 3.° che la piramide & minore della

somma dei prismi esterni, e maggiore di quella dei prismi

interni; 4.° finalmente che la differenza tra la piramide e

una di quelle due somme ¢ minore di quella delle due
somme tra loro. -

~ Facendo una simile costruzione sulla seconda piramide,

si avranno quelli stessi quattro risultati, e di piu che i

prismi di questa saranno rispettivamente equivalenti ai

prismi dell’ altra piramide, come ‘aventi eguale altezza e

base equivalente; e quindi che le somme dei prismi esterni

fra loro ed interni fra loro sono eguali nelle due piramidi:

eppero le due piramidi come comprese  tra quelle somme -
presenteranno fra loro una differenza minore di quella che

fra loro presentano dette somme, cioé presenteranno una

differenza minore del prisma esterno incumbente alla base
della piramide s. Ma la differenza d supposta tra le due

piramidi doveva dalla dimostrazione risultare maggiore di

esso prisma, ed invece si & ottenuto il risultato opposto :

dunque la differenza assegnata non ¢ ammissibile. Lo stesso

avrd luogo per qualunque differenza si voglia tra quelle

supporre: dunque esse, perché non lascian luogo a poter

supporre tra loro differenza alcuna, sono equivalenti.

208. TeoreMA B.° Qualunque piramide triangolare ¢ equi-
valente al terzo di un prisma triangolare di eguale altezza
e di base equivalente.

Siala piramide trian- s
golare sabc, e il prisma
triangolare defmno di
eguale altezzae di base
cquivalente: dico che
la piramide ¢ il terzo g/ b

del prisma. \
Conducendo pel ver-

tice o del prisma i due

piani seganti odf, omf, questo ne & diviso nelle tre pira-
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midi triangolari odef, fmnn, omfd, delle quali le due prime
sono manifestamente equivalenti fra di loro e colla propo-
sta, come aventi con essa la medesima altezza e la base
equivalente. Resta a vedere se anche la piramide omfd sia
cquivalente colle precedenti; ma essa ha colla piramide
fmno un vertice allo stesso punto o, la faccia opposta mdf
= mnf dell’altra, cioé hanno ambedue la medesima altezza
e la base eguale situata sullo stesso piano: dunque sono
equivalenti. Or essendo equivalenti fra loro le quattro pi-
ramidi, e ciascuna delle prime tre il terzo del prisma, an-
che la quarta, ossia la proposta, & il terzo di essi.
Corollario. Uua piramide qualunque & equivalente al terzo
di un prisma qualunque della stessa altezza e di base equi-
valente, giacché P’ una pud considerarsi come un insieme
di piramidi triangolari, Paltro di prismi triangolari della
stessa altezza e di base rispettivamente equivalente.
~209. Teorems 6.° Un tronco di prisma triangolare & equi-
valente alla somma di tre piramidi triangolari aventi la
base comune col tronco ed il vertice ciascuno ad uno dei
tre vertici della sezione.
Sia il tronco abcdef diprisma trian-

a J solare: dico che & equivalente alla
somma delle tre piramidi triangolari
% cdef, adef, bdef. /

Per il vertice ¢ della sezione con-
ducendo i due piani seganti cdf, caf,
o si divide il tronco in tre piramidi trian-

f golari cdef, cadf, cabf, delle quali la

o prima & identica colla prima delle tre

anzidette; la seconda é equivalente

a quella seconda, come aventi la base adf comune, e il

vertice I'una in ¢ e P'altra in e alla stessa altezza (173); e

la terza equivalente alla terza, come aventi la base abf

== bdf (6%), situate sullo stesso piano, ed il vertice alla

stessa altezza nei punti ¢ ed e, come le due precedenti.

Ma la somma delle tre ultime & equivalente al tronco:
dunque anche quella delle tre preposte.
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210. TroremA 7.° Un tronco di piramide a basi parallele
& equivalente alla somma di tre piramidi triangolari aventi
I’altezza del tronco, e per base le due del tronco e una
media proporzionale tra queste.

Sia abcdef il tronco proposto. Con-
dotti pel vertice ¢ della sezione i
due piani seganti cdf, caf, il tronco
ne & diviso nelle tre piramidi trian-
golari cdef, fabe, cadf, delle quali
le prime due hanno 1’ altezza del
tronco e per base I'una la base in-
feriore, e I’altra la superiore di
esso. Or conducendo c¢n parallela
allo spigolo ad e congiungendo il punto n col punto f, 0s-
sia conducendo il piano segante cnf parallelamente a quello
spigolo, si ha la piramide triangolare bdnf equivalente alla
piramide triangolare cadf, perché hanno le basi bdf, adf
eguali, e il vertice 'una in n ¢ I altra in ¢ ad eguale al-
tezza sopra il piano comune di esse basi. Resta solo a di-
mostrare che la base dnf & media proporzionale tra le due
basi del tronco. A tale oggetto si osserva che i due trian-
goli dfn, dfe avendo la stessa altezza, stanno tra loro come
le rispettive basi; che i due triangoli abe, dfn, avendo 'an-
golo @ = d, stanno tra loro come i prodotti dei lati che
comprendono quest’angolo; che il lato ac = dn; ¢ final-
mente che le due basi del tronco, essendo figure simili,
hanno i lati omologhi proporzionali. Quindi si ha

dfe : dfn 2 : de : dn
dfn : abe : : df X dn : ab X ac,

dalla quale ultima proporzione togliendo i fattori eguali dn,
ac, resta

dfn : abc : : df : ab;

ma in questa e nella prima i termini delle secconde ragioni,

essendo lati omologhi delle due basi simili, fan proporzione

fra loro: dunque anche quelli delle prime, cosiché si ha:
dfe : dfn : . dfn > abe,

cio¢ la base dfn & media proporzionale tra le due basi del

tronco. Dunque un tronco di piramide, ec.
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Seolio. Solamente come mezzo di piu facile dimostra-
zione si & preso negli ultimi quattro teoremi il caso par-
ticolare di prismi e piramidi triangolari e loro tronchi; ma
¢ evidente che potendosi sempre un prisma e una pira-
mide qualunque decomporre in prismi e piramidi triango-
lari, le dimostrazioni date valgeno come per questi, cosi
anche per quelli che ne sarebbero la somma.

Teoria 4.2
PROPORZIONALITA’ E SIMILITUDINE.

211.1n generale due solidi geometrici diconsi simili, quando
hanno diverso volume compreso sotto una superficie fatta
allo stesso modo; e in particolare due solidi poliedri si
chiamano simili quando hanno le facce simili e similmente
disposte, e quindi glj angoli poliedri eguali e similmente
disposti.
212. Tiorems 1.° Due parallelepipedi rettangoli di egual
base stanno tra loro come le rispettive altezze.
Siano ah, ms i due parellelepipedi: dico che sta paralle-
pipedo ah : ms: : altezza ag : mu.
Se queste altezze sono
@y—0 b commensurabili, dividen-
dole colla stessa unita di
misura in parti eguali e
conducendo per i punti dj
i divisione dei piani seganti
73 paralleli alla base, i paral-
lelepipedi ne saranno pa-
rimenti divisi in parti eguali, cosiché le somme loro sta-

™~

ranno come quelle delle divisioni delle altezze, ossia i pa-

rallelepipedi come le loro altezze.

Se queste fossero incommensurabili, si dimostra , come
sopra nel caso di due rettangoli, che i due parallelepipedi
1lon possono avere rapporto diverso da quello delle loro

[
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altezze, il ‘quale solamente non potrd essere espresso in
numeri finiti. ,

213, TroreMa 2.° Due parallelepipedi rettangoli di eguale
altezza stanno fra loro come le rispettive basi.
Siano «g, ns i due pa-

rallelepipedi: dico che sta a € S
parallelepipedo ag:mns:: uL/; ],ﬂ K
base eq : po. /

Disposti i due parallele- b __.d/ /
pipedi in modo da aver
comune un loro angolo ”: ,’/f J
piano, per esempio I’an- / 0
golo piano cpn, e prolun- # Vi

gato il piano kn fino ad
incontrar altro «f in vm, si ha il terzo parallelepipedo
rettangolo mec, che serve di termine di confronto frai due
proposti, giacché questo avendo comune col primo la faccia
o base ec, da:

ag:me:: pq:opn,
e col secondo la faccia o base nc, da pure:

me: NSt i pe: py.
Componendo in una queste due proporzioni, dopo aver
tolto il fattor comune mc, si ottiene:

aq:ns::pg X pe: pn X pg,
nella quale proporzione i termini della seconda ragione
esprimono le basi dei due parallelepipedi ag, ns: dunque, ec.

214. Trorema 3.° Due parallelepipedi rettangoli di base

e di altezza disuguale staono fra loro come i prodotti delle




mostrato, ¢ pur vero di cid che ad essi & equivalente, o ne I
& parte aliquota. Pil avanti si vedrd che questi teoremi ¢
han pur luogo nei cilindri e nei coni. f
215. TeoreMA 4.° Due piramidi che abbiano le facce si- ¢
? mili e similmente disposte, hanno anche gli angoli triedri &b
rispettivamente eguali e similmente disposti; e quindi (211) b
sono simili. — Viceversa due piramidi che abbiano gli an-
goli triedri rispettivamente eguali e similmente disposti, 0
hanno le facce rispettivamente simili e similmente disposte; L
e quindi sono simili. s
E chiaro che la somiglianza delle facce inchiude la egua- @
glianza rispettiva dei loro angoli piani, e la simile dispo- U
sizione di esse importa una simile disposizione degli angoli P
triedri formati dai loro angoli piani; ma angoli triedri for-
mati da angoli piani rispettivamente eguali, e similmente 3l
disposti sono eguali (192): dunque le due piramidi sono simili. I

oo
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rispettive basi per le altezze, o dei tre spigoli concorrenti
in uno stesso vertice.

Siano m ed n i due parallelepipedi di base ed altezza
disuguale. Assumendo per termine di confronto il paralle-
lepipedo o, il quale ha eguale col primo la base b, e col
secondo l’altezza a, per i due ultimi teoremi si ha:

m:0::a':a

o:n::b: b
e quindi min::a Xb:aXV,
cioé i due parallelepipedi proposti stanno come i prodotti
delle rispettive altezze per le basi. Or le basi si hanno
dal prodotto di due suoi lati o spigoli adjacenti: dunque i
medesimi stanno anche come i prodotti di tre spigoli adja-
centi, ossia concorrenti in uno stesso vertice.

Scolio. Riguardo a questi tre teoremi ricorre I’osser-
vazione dello scolio precedente, cioé¢ che la supposizione
di essere rettangoli i due parallelepipedi non entrando a
far parte dell’ ipotesi, ma servendo unicamente alla facilita
della dimostrazione, lascia che la tesi sia vera anche di
due parallelepipedi qualunque, e che sia pure estensibile
ai prismi ed alle piramidi; giacché quanto & di quelli di-
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La veritd della reciproca non ammette dubbio , essendo
nel nostro teorema manifestamente eguale I'estensione del-
Pipotesi e della tesi: cioé come facee simili similmente di.
sposti formano angoli triedri rispettivamente eguali ¢ simil-
mente disposti, cosi questi da quelle saranno necessaria-
mente formati.

Scolio. Da questo teorema si vede che come nej trian-
goli, cosl anche nelle piramidi le due condizion] rispettive
di similitudine non si trovano maj disgiunte, cosiché basta
averne riconosciuto una per poter affermare la similitudine,
senza bisegno di dover cercar altra.

216. Teomeyma 5.° Due piramidi, le quali abbiano la base
e una faccia laterale simili, similmente disposte, ed egual-
mente inclinate 'una sull’altra, sono simili.

Siano s, ed ¢ le due piramidi
proposte. Prendendo sm = s'f, e
per il punto m conducendo un
piano segante parallelo alla base,
la sezione mnopyq, che ne risulta,
¢ simile ad essa base, e quindi
alla base delPaltra piramide ; la
faccia smn ¢ simile alla faceia sab,
¢ quindi alla faccia s'fy dell’altra
piramide, similmente disposta ed
egualmente inclinata sulla propria
base: dalla similitudine di esse facce e da quella delle loro
basi si ottiene la proporzione seguente :

smis'fiimn:fyiino:ghiiop ot hic: pq c ik,
ma sm = s'f per costruzione : dunque mn = fj, no = gh, ee.
D’onde siegue che Ic due facce smn, s'fg, e le loro basi
sono rispettivamente eguali, similmente disposte, ed egual-
mente inclinate sulla propria base, ¢ quindi (203) le rispet-
tive piramidi sono eguali. Ma la prima di esse & simile alla
piramide totale s: dunque anche la seconda: dunque, ec.

Corollario. Due piramidi che abbiano un angolo triedro
alla base formato da facce rispettivamente simili e simil-
mente disposte, sono simili; giacche queste sono anche

Geometria Elementare, 9
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egualmente inclinate su la propria base; e cosi hanno tutti
gli angoli poliedri rispettivamente eguali e simimente di-
sposti, cioé hanno P’altra condizione assegnata per la simi-
litudine (211).

Scolio. Questo teorema col suo corollario presenta una
perfetta analogia col teorema e corollario del N. 203, riguar-
danti quelli I’eguaglianza, e questi la similitudine di due
piramidi.

217. TrorevMa 6.° Nelle piramidi simili gli spigoli e le
altezze sono fra loro proporzionali, le basi e le facce sono
proporzionali ai quadrati degli spigoli o delle altezze, € i
volumi ai loro cubi.

Siano s ed s’ le due piramidi proposte. Prendendo sm = s'e,
e conducendo per il punto m
un piano segante parallela-
mente alla base, si ottiene la
piramide smnpq = s/, e si-
mile afla piramide totale s,
cioé avente con essa gli spi-
goli e laltezza fra loro pro-
porzionali: dunque anche l2
sua eguale s’ ha con la pira
mide s gli spigoli e laltezza
fra loro proporzionali.

La similitudine delle due piramidi inchiude quella delle
loro basi e facce rispettive; ma esse stanno fra loro come
i quadrati delle loro linee omologhe, e tali sono gli spigoli
¢ le altezze: dunque, ec.

Per cid che ora ¢ detto si ha la seguente proporzione:

base abed : efgh :: altezza se* : s'z?;
se s'w .

ma — BN se : Sxm:
3 3

donde abed X —S§~ : efgh X s_g;_ 11 se’ : s'T,

nella quale proporzione i primi due termini, come si vedri
nella teoria seguente, esprimono i volumi delle due pird
midi : dunque, ec.
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218. Teorems 7.° I poliedri simili possono sempre scom-
porsi in egual numero di piramidi simili e similmente di-
sposte. .

Suppongasi due poliedri simili: conducendo in ciascuno
di essi da un angolo poliedro omologo le diagonali interne
agli alwri angoli poliedri, ¢ chiaro 1.° che queste coi loro
piani divideranno i due poliedri in egual numero di pira-
midi aventi tutte il vertice al punto di partenza delle dia-
gonali e per base una faccia omologa dei due poliedri;
2.% che alcune di esse avranno comune col proprio poliedro
anche una faccia laterale. cioé tutte quelle che hanno una
faccia comune coll’angolo poliedro, onde partirono le dia-
gonali; 3.° che le medesime avendo cosi la base e una
faccia laterale rispettivamente simili, similmente disposte
ed ugualmente inclinate Iuna sullaltra, sono simili (216) e
similmente disposte nei due poliedri. Rimane a dimostrare
che lo stesso ¢ pure delle altre che hanno comune col
proprio poliedro solamente la base. A tale oggetlo si os-
serva che tolte le anzidette piramidi trovate simili e si-
milmente disposte, i due poliedri residui continueranno
come i primitivi ad esser simili tra loro, cosi che facendo
pure di questi una simigliante decomposizione, si ritornera
a trovare come in quelli, e cosi di seguito, finché si arri-
verd in ultimo ad otlenere per residui due piramidi si-
mili: dunque, ec.

Seolio. Questo teorema ¢ analogo a quello del N. 86,
sulla divisibilita dei poligoni simili.

219. Teoress 8.° I poliedri simili hanno gli spigoli, le
diagonali interne e delle facce proporzionali fra loro; le
facce proporzionaii ai quadrati degli spigoli omologhi e
delle diagonali omologhe, e i volumi proporzionaliailoro cubi.

Siccome le facce omologhe dei poliedri simili hanno i
lati omologhi proporzionali, ed inolire ciascuna di esse ha
un lato comune colle facce contigue, cosi i latj delle di-
verse facce, ossia gli spigoli omologhi dei due poliedri
avendo percio una ragione comune formano fra loro pro-
porzione. In quanto poi alle diagonali esterne, siccome di-
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vidono le rispettive facce omologhe in egual numero di
parti simili similmente collocate, delle quali divengono per-
cio lati omiologhi, cosi corrono con questi la stessa sorte,
cioé sono questi lati o diagonali omologhe proporzionali
fra di loro e cogli spigoli. Finalmente, per quanto spetta
le diagonali interne, si osserva che, siccome i poliedri si:
mili possono essere divisi in egual numero di piramidi si-
mili e similmente disposte, ¢ che in tal caso quelle diago-
nali ne diverrebbero spigoli, cosi esse divengouo con que-
sti e fra loro proporzionali.

Gli spigoli dei poliedri simili, le loro diagonali interne
ed esterne sono proporzionali fra loro (dimostrazione pre-
cedente); ma le facce omologhe sono proporzionali ai qua-
drati dei loro lati omologhi, ossia degli spigoli omologhi:
dunque anche a quelli delle diagonali omologhe.

I poliedri simili possono scomporsi in egual numero di
piramidi simili e similmente disposte; ma queste hanno vo-
lumi proporzionali ai cubi dei loro spigoli o linee omolo-
ghe (217): dunque anche- i poliedri simili, che ne sono le
somme. .

Tcoria 5.2
MISURA DELLA SUPERFICIE E DEL VOLUME.

Nei poliedri giova distinguere la superficie laterale, la

totale ed il volume; che impropriamente da alcuni dicesi
solidita La prima & costituita dalle sole facce laterali, la
seconda da queste e dalle basi, e il terzo dallo spazio sot-
tostante alla intiera superficie.
- Quanto fu sopra determinato sulla misura dei poligoni
basterebbe per ottener quella della superficicie laterale e
totale dei poliedri, giacché non si avrebbe che a misurare,
secondo le regole per quelli fissate, la superficie di ciascuna
faccia laterale nel primo cuso e farne la somma, e nel se-
condo aggiungervi I’ area delle basi; ma su cio si hanno
dei metodi piu speditivi, come sard mostrato nei seguenti
teoremi.
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220. Tronema 1.° In un parallelepipedo rettangolo la su-
perficie laterale ¢ data dal perimetro della base moltipli-
cato per uno spigolo laterale, ossia per laltezza del paral-
lelepipedo; la totale della somma di questo prodotto con
le aree delle due basi; e il volume dall’ area della base
moltiplicata per quella altezza, ossia dal prodotto di tre
spigoli concorrenti.

Sia il parallelepipedo rettangolo af. Le sue facee laterali
essendo rettangole, &
chiaro che moltiplicando
il perimetro della base 6
per uno spigolo laterale,
che ¢ altezza comune di
esse facece, si ha la mi-
sura della superficie la-
terale del parallelepipe- o
do; e che aggiungendo
a questa le aree delle due basi si ha la misura della sua
superficic totale.

Per riguardo al volume sia il cubo msunita di misura,
solita usarsi, come il quadrato per le superficie, perché
unito a sé stesso non lascia intervallo e perché se ne ha
il volume col solo moltiplicare due volte per sé stesso un
suo lato. Or misurare il parallelepipedo per mezzo del cubo
¢ lo stesso che cercarne il rapporto di volume, cosiche
si ha:
parall. af ﬂ, i f(, fe fh fc fe [h fc__ fe fh fc
cubo sm ST sV sq sr sr osr 111 1
Donde si. vede che esso rapporto o misura ¢ data dal pro-
dotto della base fe X fh moltiplicata per lo spigolo late-
rale fc, ossia dal prodotto di tre spigoli concorrenti fe, fh,
fc, come fu proposto da dimostrare,

Scolio. Questo teorema si estende al prlsma retto, che
pud sempre essere trasformato in un pamlleleplpedo ret-
tangolo senza che ne resti cambiata I'estensione della base
e la lunghezza degli spigoli laterali. D’altronde la suppo-
sizione che il parallelepipedo fosse rettangolo fu fatta sola-

«
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mente per comodita di dimostrazione, e sarebbes; questa data
allo stesso modo quando quello fosse stato solamerite retto,
221. TeorEMA 2.9 [n up parallelepipedo obliquo Ia super-
ficie laterale si misura moltiplicando uno spigolo laterale
per il perimetro di una sezione perpendicolare ad esso; Ia
totale si ha aggiungendo a questo prodotto le aree delle
due basi; ¢ il volume dal prodotto dell’area dj una base

per Paltezza del parallelepipedo. | .

Sia il prisma obliquo af e la
b sua sezione mn perpendicolare

agli spigoli laterali.

Essendo i lati di questa - ri-
Spettivamente altezze delle facce
laterali, e in un prisma qualun-
que gli spigoli laterali essendo
eguali, -& chiaro che moltipli-
cando uno di questj, preso per

-+ . base delle facce laterali, col pe.
! rimetro di quella sezione, si ottiene la superficie lateralo
del prisma, e che aggiungendovi-le aree delle due basi. si
x ottiene la totale, : e
Siccome un prisma obliquo ed uno retto aventi la stessa
base ed altezza sono equivalenti, cosi hanno pure la stessa
misura di volume, cio¢ il prodotto della area della base
per Paltezza, con cui sj misura quello del prisma retto,
Scolio. Quanto si ¢ detto del prisma obliquo si estende
al parallelepipedo obliquo, giacche esso ¢ ‘una specie dj
prisma obliquo. : : C
222. Teorevs 3.° In una piramide la superficie laterale
si misura dal prodotto del perimetro della base per la
metd dell’altezza media delle facce laterali; la totale dalla
somma di questo prodotto e dell’area della base; e il vo-
lume del prodotto di quest’ area per il terzo dell’ altezza
della piramide. S
La superficie laterale si avrebbe addizionando le aree
; delle facce laterali, che in ciascuna sono date dal prodotto
| della sua base per la meta della sua altezza; ma cio torna




ta
0.
r-
le

135

allo stesso che moltiplicare il perimetro della base della
piramide per la meta dell’altezza media delle facce laterali
come fu proposto. La superficie totale si ottiene aggiungendo
alla laterale PParea della base della piramide, come & per
sé¢ cvidente. Per riguardo al volume, la piramide & equi-
valente al terzo di un prisma di egual base ed altezza;
ma questo ha per misura del suo volume il prodotto del-
Parca della sua base per la altezza: dunque quella ha per
misura il terzo della sua altezza per Parea della sua base.

223. TeoreMs 4.° In una piramide regolare la superficie
laterale si misura dal perimetro della sua base moltiplicato
per la metd del’apotema, ossia altezza di una sua faccia
laterale; la totale da esso perimetro moltiplicato per la se-
misomma degli apotemi anzidetto e dclla base; e il volume
dal prodotto dell’ area della base per il terzo dell’ altezza
della piramide.

Una piramide si dice regolare, quando ha per base un
peligono regolare, ed inoltre la retta che unisce il centro
di questo poligono al vertice della piramide & perpendico-
lare alla base. Da cio, ed in seguito alla dimostrazione pre-
cedente & resa abbastanza dimostrata la tesi in questo teo-
rema proposta.

224. TeonreMA 8.° In un tronco di prisma triangolare la
superficie latersle si ha addizionando le aree delle sue
facce laterali; la totale aggiungendovi le aree della base e
della sezione; e il volume dall’area di una sezione perpen-
dicolare agli spigoli laterali moltiplicata per la media di essi
spigoli, ossia per il terzo della loro somma.

Gli spigoli laterali essendo fra loro paralleli, le facce la-
terali sono trapezii o parallelogrammi, cosiché misurandoli
colle regole sopra assegnate e facendo la somma delle loro
aree si ottiene la superficie laterale del tronco. Alla quale
basta aggiungere quella della base e della sezione per aver
la totale. Per riguardo al volume, siccome il tronco & equi-
valente alla somma di tre piramidi triangolari aventi con
esso la base comune e il vertice ciascuna ad uno di quelli
del tronco, cosi & chiaro che il volume di questo si ha
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moltiplicando I’area della sua base per Paltezza media ¢j
essi vertici al disopra dj questa, o cid che torna allo
stesso moltiplicando I areq di una sezione perpendicolare
agli spigoli laterali per la media di essi, ossia per il terzo
della loro somma.

Scolio. Se il tronco fosse di prisma poligonale, la ma-
niera di misurarne la superficie e il volume non sarebbe
punto diversa dall’anzidetta; giacche per riguardo al vo.-
lume & come dividere i ronco poligonale in tronchi d;
prisma Lriangolare, misurarli come ¢ detto, e fare la somma
dei loro volumi.

225. TeoreyA 6.° In up tronco di piramide a basi paral-
lele la superficie laterale si misura moltiplicando la semj-
somma dei perimetri delle due basi per I'altezza media delle
facce laterali; la totale si ha aggiungendo a questa lc aree
delle due basi; e i volume si ottiene moltiplicando il terzo
dell’ altezza del tronco per la somma delle aree delle due
basi di esso e di una base media proporzionale tra queste,
- Le facce laterali del tronco proposto essendo trapezii, ‘si
avrebbe la superficie laterale di esso moliiplicando a se-
misomma dej loro ]ay paralleli per la media altezza di
essi; ma cio & lo stesso che moltiplicare per questa la se-
misomma dei perimetri delle due basi del tronco: dun-
que, ec. La superficie totale sj ottiene aggiungendo a que-
sta le aree delle due basi. Pep riguardo al volume, siccome
il tronco & equivalente alla somma dj tre piramidi aventj
con esso Ia stessa altezza, e per basi le due del tronco e
una media proporzionale tra queste (210. Scolio); cosi &
chiaro che la sua misura & appunto quale nella tesi fu pro-
posta. Se dunque chiamijsj a l'altezza del tronco, b e b' le
sue due basi, per la terza base media proporzionale fra

queste si ha b X b e quindi nep i _’l( Y
| [/‘b><l;,equmdlper:lvolume3 b b

+[/m)




Problemi relativi,

226. ProBLEMA 1.° Ridurre un parallelepipedo qualunque
ad un parallelepipedo retlangolo equivalente.

Sia il parallelepipedo obliquo ¢f, la cui base ek sia ret-
tangola: & chiaro che
per ridurlo ad un pa-
rallelepipedo rettan-
golo equivalente ba-
sta alzare dai vertici
della base perpendi-
colarmente ad essa
gli spigoli laterali alti
quanto ¢ alto il pa-
rallelepipedo proposto e compiere cosi il nuovo parallele-
pipedo nf, che sard rettangalo ed equivalente al ¢f, come
avente comune con esso la base, ed eguale I’altezza. Se poi
il parallelepipedo proposto fosse of, la cui base hk & pa-
rallelogramma, prima si riduce questa alla rettangola equi-
valente he, e poi si forma sopra di essa il parallelepipedo
rettangolo nf = of, come aventi base equivalente ed eguale
altezza.

Seolio. E chiaro che anche un prisma qualunque po-
trd cosi ridursi ad un parallelepipedo rettangolo equiva-
lente: cioé prima si riduce la sua base ad un rettangolo
equivalente secondo che & detto ai numeri 9% e 95, e ope-
rando il rimanente come sopra.

227. ProBLEMA 2.° Costrurre un poliedro simile ad un
poliedro dato, e che stia con esso in una data proporzione.

Sia ab uno spigolo del poliedro, 1 a T il rapporto. [ po-

liedri simili stanno fra loro come i cubj dei loro spigoli
omologhi, per cid potremo stabilire questa proporzione
2 . .
i: IR ab* : 2%, dalla quale prendendo il valore dj T,
avremo il lato o spigolo omologo del nuovo poliedro, merce
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cui sara facile determinare gli altri lati delle facce o Spi-
goli del poliedro, giacché stanno fra loro come i due omo-
loghi precedenti. Trovatj cosi tutti i lati o spigoli, non re-
sta che ad unirli nello stesso ordine, e dare alle facce Ia
stessa inclinazione rispettiva, come nel poliedro proposto.
Il nuovo poliedro sar simile a quello, e stara con esso nel
rapporto di { a é

228. ProBLEMA 3.° Con una sezione parallela alla base
dividere una piramide in due parti, che stiano tra loro in
un dato rapporto.

1,
Sia ab Paltezza della piramide, e sia come 1 a - il rap-

porto della piramide con ciascuna delle sue parti, che &
quanto dire, sia proposto dj dividerne il volume per meta.
Siccome la piramide sopraincumbente nata dalla sezione
parellela alla base sarebbe simile alla primitiva, di cui sa-
rebbe anche meta in volume, e i volumi dej poliedri si-
mili stanno tra loro come i cubi delle altezze, cosi si

ha la proporzione 1 - -% tioal? : Z°, donde si deduce

gremy 3 /¥ —_—

T = %"’ = al —‘} = %_)Q 13/ 4 per I’ altezza della
piramide sopraincumbente; cosiché se I'altezza b sia di 12
metri, moltiplicando la sua metd 6 per la radice cubica
di 4 che ¢ prossimamente 1m 58 si ha per P’ altezza della
piramide sopraincumbente Im, 48, cioé bisogna fare la se-
zione a questa altezza partendo dal vertice
della piramide proposta.

229. ProBLEMA 4.° Dato un tronco di pi-
ramide a basi parallele, trovare I’ altezza
della piramide intiera, e quindi dedurre il
volume del tronco.

Sia gd il tronco, no la sua altezza. Sup-
ponendo compiuta la piramide si ha be :
gh::50:sn, e quindi
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_be X mo
T be — gh
be—gh:gh::s0 — sn:sn= m’.
c be — gh
Ottenuto cosi in quantita cognite il valore dellaltezza nella
piramide intiera e nella sopraincumbente, non resta che a
moltiplicare il terzo di esso valore per I aliro delle basi,
che & pur cognito, perché son desse le due basi del tronco;
e dalla differenza dei volumi delle .due piramidi dedurre
quello del tronco. ~ R

be —gh : be 2t s0o— sn: so

CAPO VII

SOLIDI DX RIVOLUZIONE.

Si chiamano con questo nome quei corpi geometrici che
possono generarsi dalla rivoluzione di una’ figura piana in-
torno ad un asse. Pero la gcometria elementare tra questi
non si occupa-che del cilindro retto, cono retto, sfera, e
loro parti, generati il primo dalla rivoluzione di un retlan-
golo ‘intorno ad un-suo lato, il secondo da quella di' un
triangolo rettangolo ‘intorno ad un suo catelo, ¢ la terza
dalla rivoluzione di un semicircolo intorno al suo diametro.

Di essi e delle loro parti si determineranno le proprieta,
la misura e i rapporti per mezzo delle seguenti cinque
teorie, che porranno fine a questi elementi.

Teoria 13
PROPRIETA’.

230. Teorema 1.° In un cilindro retto 1.° qualunque se-
zione parallela alla base & un circolo eguale a quello della
base; 2.° qualunque. sezione obliqua alla base e che non
Passa per essa ¢ una cllisse pit o meno allungata in pro-
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porzione della sua obliquita; 3.0 qualunque sezione perpen-
dicolare alla base & un rettangolo pia o meno grande a pro-:
porzione della sua maggiore o minore prossimita all” asse
del cilindro. e doppio del rettangolo generatore, quando Iy
sia faita seguitando Passe. -

La verita di questo teorema & mostrata dalla genesi soprs
accennata del cilindro retto.

231. TeoreMs 2.9 In un €ono retto 1.° qualunque sezione
parallela alla base & un circolo, il di cui raggio diminuisce
in proporzione della distanza della sezione dalla base del
eono; 2.° qualunque sezione obliqua alla base e che nop
Passa per essa, & una ellisse pit o meno allungata in pro
porzione della sua obliquita; 3.0 qualunque sezione perpen
dicolare alla base, faua seguitando I’ asse del cono, & un
triangolo isoscele doppio del triangolo generatore; 4.° esss
€ una iperbole o una parabola secondo che & parallela al-
I'asse o al lato del cono,

La verita di questo teorema & pure mostrata dalla genesi
stessa del cono. ‘

232. TeoreMa 3.° In una sfera 1.° qualunque sezione ¢ -
un circolo, il euj raggio divien massimo, quando essa passa
pel centro della sfera; 2.°le sezioni che passano pel centro
della sfera sono eguali e si tagliano mutuamente in due
parti eguali; 3.0 per due punti delly superficie si puo sem-
pre far passare un circolo massimo, ma non pia di uno;
&.° un piano tangente alla sfera & perpendicolare al raggio
condotto al punto dj tangenza; e viceversa un piano per-
pendicolare alla estremity del raggio & tangente alla sfera
in quel punto.

1.° Sia la sezione mapg. Conducendo
dal centro ¢ della sfera la retta co per-
pendicolare al piano della sezione, e
le rette om, cn, cp, ¢q a quattro diversi
punti del suo contorno, queste, essendo
eguali, perché raggi della sfera, equi-
distano dal piede o della perpendico-
lare co; e lo stesso si avrebbe per

i
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ogui altro punto di esso contorno, cio¢ tutti i suoi punti
equidistano dal punto interno o della sezione: dunque questa
€ un circolo, il cui raggio diverra massimo, ossia eguale a
quello della sfera, quando la sezione passi pel centro di
questa.

2.% Le sezioni piane della sfera che passano per il suo
centro, non possono rimaner distinte senza intersecarsi mu-
tuamente, e quindi senza che la intersezione loro sia un dia-
metro comune alle sezioni e alla sfera, cioé¢ senza che esse
siano eguali e taglino lasfera e sé stesse in due parti eguali.

3.° Tre punti sitwati non in linea retta bastando per fis-
sare la direzione di un piano, & chiaro che un circolo mas-
simo, il cui piano passa per il centro della sfera, potrd
sempre passare per due punti della superficie di essa; quando
perd questi siano col centro di quella situati non in linea
retta, ¢ chiaro pure che non potra passarvene che uno, per-
ché in tal caso la posizione del circolo resia fissata, ¢ quindi
ogni altro che passasse per quelli verrebbe a confondersi
col circolo primieramente condotto.

&.° Il ragg.o condotto al punto di tangenza siccome segna
la piu breve distanza tra il piano e il centro della sfera,
cosi & perpendicolare ad esso piano nel puato di tangenza (170).
Viceversa, siccome esso raggio segna la minima distanza
tra il piano e il centro della sfera, cosi ogni altro punto di
esso ne sard pia lontano, ¢ quindi il piano perpendicolare
allestremita del raggio & ivi tangente alla sfera.

Scolio. Quest’ultima parte del teorema & analoga a cid
che fu stabilito nel N. 113 di una retta per rapporto ad un
circolo.

Teoria 22
MISURA.
233. Teorema 1.° In un cilindro retto la superficie Jate-

rale, ossia convessa, si misura dal prodotto della circonfe-
renza della base per laltezza o lato del cilindro; la totale



142
dal prodotto di essa circonferenza per la somma del suo
raggio e di quella altezza; il volume dal prodotto di questa
per Parea della base.

Il cilindro retto puo considerarsi qual prisma retto infi.
nitilatero, giacch¢ inscrivendo e circoscrivendo ad esso dej
prismi retti simili fra loro ¢ duplicandone successivamente
le facee laterali, si arriva ad escludere qualunque benché
minima differenza sj voglia supporre tra il cilindro e un
prisma infinitilatero ad esso inscritto o circoscritto, nel modo
appunto che sopra si & osservato {207) parlando delle pira-
midi triangolari; quindi come in un prisma retto, cosi nel
cilindro retto la superficie laterale sj misura dal perimetro
o circonferenza della base moltiplicata per Paltezza dj €550;
la totale da, ec.

Scolio. [n un cilindro retto chiamando « altezza, s la
superficie convessa, ¢ Ia totale, 2 = r la circonferenza della
base, r il suo raggio, = r* Ia sua area, v il volume, si hanno
le seguenti espressioni generali i

s=27:ra,t==27:r(a+r),v=ur’a, |
colle quali, date due delle tre quantitd che entrano in cia-
scuna formola, si trova la terza, giaccheé il valore di = ¢
cognito (1G6).

234. TroremA 2.°In un tronco di cilindro retto la super-
ficie convessa si misura dal prodotto dell’asse per la circon-
ferenza della base; aggiungendovi I'area della base e della
sezione otticne la superficie totale; e si ha il volume dal
prodotto dell’asse per Parea della base.

Supponiamo che un piano segante comunque diretto passi
per la metad dell’asse di un cilindro retto ¢ lo divida in
due tronchi: ¢ chiaro che questi saranno eguali in superfi-
cie e volume, e che in ciascuno Puna e Paltro saran misurati,
come nella tesi & detto, giacche devono essere meta della
Superlicie e del volume del cilindro intiero. D’ altronde &
chiaro ancora che Ia supposizione di far la sezione per la
meta dell’asse non entra qui che per indurre maggiore fa-
cilitd nella dimostrazione , giacché in qualunque sezione
obliqua I’asse costituisce sempre laltezza media del tronco.
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Finalmente, riguardo all’area della sezione si osserva che
essendo questa una ellisse, quella si ha prendendo una media
proporzionale tra le aree dei due circoli costrutti sui due
assi di essa come diametri, ¢ determinate colla solita for-
mola =r. )

235. TeoreMa 3.° In un cono retto la superficie convessa
si misura dal prodotto della circonferenza della base per
la metd del suo lato generatore; la totale dal prodotto di
essa circonferenza per la semisomma del suo raggio e di
quel lato; il volume dal prodotto dell’arca della sua base
per il terzo della sua altezza.

Potendo considerarsi il cono come una piramide regolare
infinitilatera, resta chiaro che esso si misura in superficie
e volume, come nella tesi fu assegnato.

Scolio. Continuando le denominazioni dello scolio pre-
cedente e chiamando 1 il lato del cono, si hanno le espres-

sioni generali
I+4-r
rl, t=2%r ( -: )
‘a $ v

ra o, _
3 mr a=m
per cui, date duc delle tre quantitd, onde ciascuna espres-
sione & composta, si trova Ja terza addimandata.

236. Teonems 4.° In un tronco di cono retto a basi pa-
rallele si misura la superficic convessa dal prodotto del
suo lato per la semisomma delle circonferenze delle due

basi; la tolale aggiungendo ad esso prodotto le aree delle
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due basi; e il volume dal terzo dell’altezza moltiplicato
per la somma delle aree delle ‘due basi e di una base
media proporzionale tra queste due.

Sia abed un tronco di cono retto a basi ‘parallele. Con
ducende Uf perpendicolare al lato sb del cono compiuto,
ed eguale alla circonferenza nb sviluppata, la retta sf, e
finalmente de parallela a bf, abbiamo '

cir. od:mb::latosd:sh: :retta de: bf,
ma retta bf = cir. nb, epperd retta de = cir. od. Donde g
vede che I’area del triangolo sbf ¢ equivalente alla su-
perficic convessa del cono sab, quella del triangolo sde al-
Paltra del cono scd, perché misurate rispettivamente da
eguali prodotti; donde segue che Parea del trapezio debf ¢
essa pure equivalente alla superficie convessa del tronco

bf:
proposto; ma nel trapezio I’area ¢ data da db X de—;,———f

cir.od -f-cir.nb

2 ?
cio¢ dal lato moltiplicato per la semisomma delle circonfe-
renze delle due basi. Per aver la superficie totale basta
aggiungere a questo prodotto le aree delle due basi. Fir
nalmente riguardo al volume, siccome il tronco di cono
pud considerarsi come un tronco di piramide infinitilatera,
cosi si misura come nel tronco di piramide, cioé come
nella tesi & detto. :

Scolio. Se si faccia cir. od = zero, oppure = nb, cioé
se invece di un tronco si avesse un cono, oppure un ci-
cir. nb

2
db X cir nb, cioé nel cono la superficie laterale ¢ data dal
semiprodotto del lato per la circonferenza della base, e nel
cilindro dall’ intiero prodotto dell’ uno per P’altro, come
appunto sopra fu stabilito.

237. Lemma. In un corpo geometrico generato dalla ri-
voluzione di un semipoligono regolare di numero pari di
lati-intorno al diametro del circolo circoscritto, la super-
ficie si misura dal prodotto di esso diametro per la cir-

dunque nel tronco di cono essa & data da db X

lindro, nel primo caso si ha db X

» € nel secondo

o~
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conferenza del circolo inscritto; il volume dal prodotto della
sua superficie cosi ottenuta per il terzo del raggio di esso
circolo inscritto. .

-Sia abedefy il semipoligono proposto. Dai suoi vertici ah-

bassando sul suo asse o diametro del circolo circoscritto..

le perpendicolari bm, ¢n... & chiaro, che
come esso colla sua rivoluzione generera x
il corpo geometrico anzidetto, cosi quelle
perpendicolari lo divideranno in sei parti, )
delle quali la prima e I’ultima sono coni r
retti, e le rimanenti sono tronchi di coni
reiti. Or conducendo dalla meta del lato
ab al centro la retta vo, che & raggio del
circolo inscritto, si ottengono idue trian-
goli simili abm, avo, perché rettangoli
¢ aventi I’ angolo ¢ comune, donde si ha
bm:vo:iam: av,
ossia sta la circonferenza di raggio bm
all’altra di raggio vo, come il semgento am alla meta del

lato ab; donde siegue che bm X%: vo XX am, dei quali

prodotti il primo misura la superficie convessa del primo
cono; dunque anche la misura il secondo prodotto. Simil-

mente dalla metd del lato ¢d conducendo po, che & pure -

raggio del circolo inscritto, e abbassando cs perpendicolare
cn - do

a do,' e pq pérpendico]are all’ asse ag, si ha Pg= 5>

e i due triangoli ¢ds, poq simili, come aventi i lati rispet--

tivamente perpendicolari, donde si ha
. pg:po:ics:cd,
cioe la circonferenza di raggio pq sta alla circonferenza

di raggio po, come cs, ossia no segmento dell’asse al lato -

cd del semipoligono, donde segue che pq X cd =po X no; ma
il primo prodotto misura lu superficie convessa del tronco di

cono generato dalla rivoluzione del trapezio cndo: dunque la.

misura anche il secondo prodotto. Allo stesso modo si dimo-
stra che in ciascuna delle sei porzioni del corpo geometrico la
Geometria Elementare. 10
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superficie convessa & misurata dalla circonferenza del circolo
inscritto per la porzione corrispondente -dell’ asse o dia-
metro del circolo circoscritto; ma la somma delle loro su-
perficie convesse forma quella del corpo geometrico, e la
somma delle loro corrispondenti porzioni dell’asse forma
quello del poligono, ossia il diametro del circolo circoscritto:
dunque essa superficie convessa & misurata dal prodotto
della circonferenza del circolo inscritto moltiplicata per il
diametro del circolo circoscritto.

Riguardo al volume, siccome esso si compone dei corpi
generati dalla rivoluzione dei triangoli abo, bco, cdo... in-
torno all’asse o diametro ag, cosi per averne la misura ba-
sterd cercare quelle di essi corpi e farne la somma. A tale
oggetto si osserva che il primo triangolo genera un doppio
conu avente per base il circolo di raggio bm, e per misura
del suo volume I’ area di questo circolo moltiplicata per il
terzo del suo asse o porzione ao del diametro ag del cir-
colo circoscritto al poligono regolare ; che il soprastante in
esso doppio cono ha per misura della sua superficie con-
vessa il semiprodotto del suo lato ab per la circonferenza
della sua base di raggio bm; e che questa base ha per
misura della sua area il semiprodotto della sua circonferenza
e raggio ora detti; cosiché la superficie convessa di esso
‘cono soprastante sta all’area della sua base, come il primo
al secondo di questi due semiprodotti, o pia semplicemente
come lato ab a raggio bm, loro fattori non comuni, i quali
per la similitudine dei due triangoli abm, avo stanno fra
loro come ao a vo: donde siegue che sta la superficie con-
vessa di esso cono soprastante all’area della sua base, come
la porzione dell’asse di rivoluzione o raggio ao del circolo
circoscritto al raggio vo del circolo inscritto ; cosiché per

. . . ) -
misura o area di essa base si ha — 3 superficie convessa
ao

del cono di lato ab, ossia del cono soprastante, che sostituita
nella anzidetta misura del volume del doppio cono da

1

v0
5 0 X - X superf. conv. cono ab,
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¢ quindi % vo X superf. conv. cono ab,

cioé¢ il volume del doppio cono & dato dal terzo del raggio
del circolo inscritto, moltiplicato per la superficie convessa
del cono soprastante.

Per avere una simile misura di volume del corpo ge-
nerato dalla rivoluzione del triangolo bco, si osserva, che
prolungando il lato ¢h e ’asse di rivoluzione fino ad in-
contrarsi in x, per cid che si & ultimamente stabilito,
avremo per misura di volume del solido generato daf

triangolo xco il prodotto é— ro X superf. convessa gene-
rata dal lato xc, e per misura di volume del solido ge-
nerato dal triangolo zbo il prodotto %— ro X super{. con-
vessa generata dal lato xb, delle quali la diﬂ‘erenza-?)— o3

superf. conv. generata dal lato bc esprime il volume del
corpo generato dalla nvoluznone del secondo triangolo.
Allo stesso modo si trova che il volume di quello generato

dal terzo triangolo cdo & dato dal prodotto ; po X su-

perf. conv. generata dal lato c¢d. Cosi per gli altri di se-
guito. In questi prodotti e misure i fattori vo, ro, po... sono
eguali e raggi del circolo inscritto, e la somina di quelle
superficie, ossia di quegli altri fattori di essi prodotti co-
stituisce la superficie del corpo geometrico generato dalla
rivoluzione del semipoligono: dunque il volume di esso
corpo geometrico ha per misura il prodotto della sua su-
perficie per il terzo del raggio del circolo inscritto nel po-
ligono regolare.

Scolio. Queste misure di superficie e di volume sono
evidentemente estensibili anche ad un poliedro regolare
inscritto o circoscritto ad una sfera. :

238. TroreMA 5.° In una sfera la superficie si misura dal
prodotto della circonferenza di un suo circolo massimo per
il suo diametro; il volume dal prodotto della sua super-
ficie per il terzo del suo raggio. S e
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Infatti Ja sfera pud considerarsi come generata dalla ri-
voluzione di un semipoligono regolare di lati infinitesimi
intorno al suo diametro: dunque per il lemma precedente °
la“sua superficie e volume sono misurati come fu nella tesi
proposto. Oppure inscrivendo e circoscrivendo ad essa un
poliedro-regolare, siccome nel caso che questi avessero
facce infinitesime non si potrebbe fra loro e colla sfera as-
segnare dilferenza benché minima di superficie e di vo-
lume, cosi secondo lo scolio precedente essa avra per mi-
sura I prodotti anzidetti. » » o

Scolio. Per la sfera si hanno le espressioni generali
$ =271 X 2r = hnr’, v = hnrt —;—= —§~ e,

Corollario. 1.° In un seltore sferico la superficie convessa
si misira dal prodouto della circonferenza di un circolo
massimo per la- porzione di diametro corrispondente al--
Parco generatore di essa superficie; e il volume dal pro-
dotto di questa per il terzo del raggio. Adoperando le de-
nominazioni precedenti e chiamandosa la proporzione cor-

. . r

rispondente dell’asse, si ha s = 2xra, v = 2xra X =
9 , - 3

=—rnrig.

-3

2.° In un segmento sferico ad una sola base la super-.
ficie convessa, che . dicesi calotta, si misura come quella
del settore, e il volume della differenza tra quella del set-
tore e Ialtro del cono complementario: in un segmento a
due basi la superficie convessa o zona si misura come le
precedenti, e il volume dalla differenza tra quelli di due
segmenti a una base sola, che per I'uno & inferiore, e per
Paliro la superiore di quello a due busi.

3.° In uno spicchio sferico la superficie convessa, detta
fuso sferico, si misura dal prodotto dell’asse della sfera per
Parco equatoriale compreso fra i due meridiani, onde quella
¢ limitata, giaccheé essa sia alla intera superficie della sfera,
come quelParco alla intiera circonferenza di quel suo cir-
colo massimo; il volume dal prodouto della sua superficie
convessa per il terzo del raggio. e
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Scolio. Ora che si & determinata in modo diretto ta
misura di superficie e di volume dei solidi di rivoluzione
e loro parti, cadrebbe in acconcio aggiunger su cio la di-
mostrazione indiretta tolta dall’assurdo, chc seguirebbe sup-
ponendo misura disuguale dalla assegnata, come sopra si
e fatto travando della misura dei circoli e dei loro- rap-
porti. Ma soprasediamo dal far cio, perché siffatte dimostra-
zioni indirette somiglierebbero a quelle che ivi si sono date,
e perché non le crediamo necessarie, quundo non si voglia
escludere dalla geometria elementare il concetto dell’ infi:
nito e delle quantita infinitesime, per cui tanto si sempli-
ficano le anzidette dimostrazioni. Né queste si reputino es-
sere meno rigorose delle indirette, giacché la ragione per
esse non & meno stretta a non potersi pronunciare in con-
trario, e I'intelligenza ne resta assai pi- soddisfatta. Del
resto coloro che seguendo i geometri antichi sono amanti
delle dimostrazioni indirette e vogliono escluso I'anzidetto
concetto, vedano di non contraddirsi, mentre lo fanno en-
trare nell’inverificabile criterio che essi assegnano delle
parallele, dicendo esser quelle che anche prolungate all’in-
finito non possono incontrarsi; e non possono negare che
una differenza la quale non puo assegnarsi & la stessa cosa
con non esservi differenza alcuna 1a dove non puo asse-
gnarsi.

Teoria 3.2
EQUIVALENZA.

239. Teorema 1.° Il volume di un cono & equivalente al
terzo di quello di un cilindro di egual base ed altezza.

Il volume del cono si misura dall’area della base molti-
plicata per il terzo dell’altezza, e quello del cilindro dal-
I’area della base moltiplicata per I’intiera altezza; cosiché
chiamando v, »' i loro volumi, =r? I’ area della loro base,

a . ;
ad @ la loro altezza, si ha v = =7 X 3 ossia v = wrie
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per il cono, e v = =g per il cilindro, donde 3v» = o'

>
. v’ ) .
ossia v =—3, come doveva dimostrarsi.

_ 240. TeoremMa 2.° La superficie di una sfera ¢ equivalente
a quautro volte quella di un suo circolo massimo. -

La superficie di una sfera si misura moltiplicando la cir-
conferenza di un suo circolo massimo per il suo diametro,
ossia doppio raggio, cosiché si ha s == 2mr X 2r = hwrd
e Parea di un circolo massimo & espressa solamente da T,
che ¢ il quarto di &=,

241. Teorems 3.° La superficie di una sfera inscritta in
an cilindro & equivalente alla superficie convessa di esso,
oppure ai due terzi della sua superficie totale; e il volume
ai due terzi di quello del cilindro.”

Sia abed la sfera inscritta nel cilindro mnpq. E chiaro
che la base del cilindro ¢ un circolo
massimo della sfera, e ’altezza di esso
¢ eguale al di lei diametro; ma la su-
perficie della sfera si misura dal pro-
dotto della circonferenza di un suo
circolo massimo per il suo diametro, e
la superficie convessa del cilindro si
misura dal prodotto della circonferenza
della sua base per la sua altezza, cioé¢ ambedue han per
misura lo stesso prodotto: dunque sono equivalenti, e val-
gono ciascuna quattro volte la superticie di un circolo mas-
simo della sfera inscritta. Se alla superficie convessa del
cilindro si aggiungono quelle delle due basi, che sono pure
due circoli massimi della sfera inscritta, si ha per valore
della superficie totale del cilindro la somma di sei circoli
massimi. mentre quello della superficie della sfera equivale
solamente a quauwro: dunque la superficie della sfera ¢ i
quattro sesti o i due terzi della totale del cilindro.

Il volume della sfera si misura dal prodotto della sua su-
perficie per il terzo del suo raggio, e quello del cilindro
dall’area della base moltiplicata per 'altezza, ossia pel doppio
raggio della sfera inscritta; cosiché chiamando v il volume

m

P

1
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della sfera, v' quello del cilindro, si hav =& 7 r* X —;— =
~§— = 1* per la sfera, v’ = = 7* ) 2r = 2 = r* per il cilindro;
ma la prima di queste eguaglianze si cambia nella eguaglianza
—g—v = 2w r® la quale ha il secondo membro identico con

2‘
Paltra delle due prime; donde % v =9, e quindl v = 5 v/,

cioé il volume della sfera & equivalente ai due terzi di quello
del cilindro circoseritto.
242. TeoneMA £.° La superlicie convessa di un segmento

“sferico ad una sola base ¢ equivalente all’area di un circolo

che abbia per raggio la corda dell’arco generatore di essa
superficie.
Sia il segmento sferico abd ad una
sola base: la sua superficie convessa &
¢ equivalente all’area di un circolo che b ‘“
abbia per raggio la corda ab. '
Difatti questa & media proporzionale
tra il diametro ac, e il segmento adja-
cente as (88. Coroll. 1.9), epperd si ha
ab? = ac X as, ossia ab® =21 X as, e
moltiplicando i due membri per = si
ottiene = ab? = 2 = r X as, dei quali due membri il primo
esprime Parea di un circolo che abbia per raggio la corda
ab, e il secondo la superficie convessa del segmento abd
(238. Coroll. 2.9: dunque, ec.

C

‘Teoria 4.2
PROPORZIONALITA’ E SIMILITUDINE.

243. Due solidi di rivoluzione si dicono simili, quando
sono generati da figure simili, come avviene in tutte le sfere:
in particolure due cilindri, oppure due coni si dicono simili
quando hanno gli assi proporzionali coi raggi della base,
ed egualmente inclinati su queste.
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244. Teorema 1.° In un cilindro retto la superficie con-
vessa sta a quella di una delle basi, come il lato del ¢ilindro
-al mezzo raggio della base. o

La superficie convessa nel cilindro retto si misura dal
prodotto del lato per la circonferenza della base, e la super-
ficie di questa dal prodotto della sua circonferenza per la
meta del suo raggio: dunque sopprimendo nei due prodotti
la circonferenza della base che & fattor comune, si ha che le
due superficie stanno fra loro, come fu enunciato nella tesi.

245. TeoremA 2.° In un cono retto la superlicie convessa
sta a quella della sua base, come il Iato del cono al raggio
della sua base. S
_La superficie del cono si misura dalla circonferenza della

base moltiplicata per la meta del lato del cono, e la super-

ficie della base dalla circonferenza di questa per la meta
del suo raggio: dunque, togliendo nei due prodotti la circon-
ferenza che & fattore comune, e moltiplicando per 2 i fat-
tori restanti, si trova appunto che la prima superficie sta
alla seconda, come il lato del cono al raggio della sua base.

246. Teorema 3.° Due cilindri retti, oppure due coni retti
di eguale altezza stanno tra loro come le rispettive basi;
¢ viceversa, se hanno basi eguali, stanno come le rispettive
altezze. : o o :

[l volume dei cilindri retti si misura dal prodotto dell’arca
della base per Paltezza, e nei coni retti dal prodotto dell’area
della base per il terzo dellaltezza: dunque . sopprimendo
nei prodouti I'altezza che & fattore eguale nel secondo caso,
oppure Parea della base che & fattore eguale nel primo
caso, si trova che i due cilindri, oppure i due coni stanno ap-
punto come fu enunciato nella tesi.

247. TeoreMA 4.° Due cilindri retti, oppure due coni retti
di base ed aliezza disuguale stanno come i prodotti delle

‘rispettive basi per le altezze. - - ;o

Chiamando ¢, ¢’ i due cilindri, oppure i due coni, b, V' le

“loro basi, ed a, a' le loro altezze, per riguardo ai loro vo-
fumi si ha - e
nel primo caso  ¢=a X b, ¢! = aXby o

Ty e pmt A e

——
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nel secondo —é—aXb c—-—a’)(b’
e quindi cic ..a)(b a’)(b’

c:c "'-—aXb ~-a X b

Scolio. Quando 'in queste propormoul siano eguali le
basi, oppure le altezze, si ha quanto fu stabilito nel teorema
precedente, il quale percid poteva esser posto qui per co-
rollario.,

248. TeoreMA 5.° Nei cilindri snmxll, oppure nei coni simili
1 lati, gli assi, iraggi delle basi, le loro- circonferenze sono
proporzionali. ,

Essendo i cilindri simili, oppure i coni simili, generati
da figure simili (243), i lati, gli assi, i raggi risultano lati
omologhi di queste, epperd sono proporzionali fra loro. Pa-
rimente nei circoli, che sono pure tutti figure simili,
raggi, i diametri o assi, e le circonferenze sono propor-

~zionali fra loro. Dunque, ec.

249. TeoreMA 6.° Nei cilindri simili, oppure nei coni si-
mili le superficie stanno come i quadrati, e i volumi stanno
come i cubi delle loro linee omologhe. '

Siano ¢, ¢* le circonferenze, | ed I' i lati di due cilindri,
oppure di due coni simili, per il teorema precedente si ha:

c:o'::l:l' e
ma sta Pelezel:l! ‘
dunque eX: ch"'i: I
!
oppure c>‘oz<l:c>2<l::l*’:l’2

cioé le superficie convesse dei cilindri, oppure dei coni
simili espresse da questi prodotti stanno tra loro, come I
quadrati dei loro lati; e quindi anche le superficie totali
risultanti dalla somma di essi prodotti e delle loro basi si-
mili, ossia proporzionali. ‘

Riguardo ai volumi siano b, b’ le basi o aree loro, a, ar
le altezze. Siccome queste basi stanno tra loro, come i
quadrati dei rispettivi raggi, e pel teorema precedente-i
raggi sono proporzionali alle altezze, cosi si ha:
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b:b'::ar: qn
ma sta ga:ad'::a:0
donde bXa:b'Xa'::a: a®
b ! !
oppure ~—><3—‘i : IL% i1ata?,

cioé i volumi espressi da questi prodotti stanno come
cubi delle altezze.

250. TeoreMA 7.° Nelle sfere le su
nali ai quadrati dei diametri,
cubi di essi.

Chiamando d, 4 i diametri, ¢, ¢/ le circonferenze di due
circoli massimi di due sfere, si ha:

perficie sono proporzio-
o dei raggi; e i volumi aj

c:c'::d:ad
ma sta d:d ::d:q
donde CeXdidXd g g

ed essendo i diametri proporzionali ai ragg ?
: ch:c'Xd'::r’:r”,

cioé le superficie delle sfere sono proporzionali ai quadrati

dei loro diametri o raggi. ]

In quanto ai volumi, chiamando s, s’ le superficie delle
due sfere, si ha per ci che ora fu detto:

s18 i,

i si ha ancora:

—_——

ma S‘,a r .r, .. '7"
Figiir:
- :
donde sxg—:s'xgz'zrazr".

ed essendo i raggi proporzionali ai diametri si ha pure

!
s)(%:s’)(%:.d’:d"’,

cioé i volumi delle due sfere espresse dai termini della
prima ragione stanno fra loro come i cubi
diametri.

251. TEOREMA 8.° La superficie di una sfera, la totale di
un cilindro retto, e di un €ono equilatero ad essa circo-
scritti, ed i loro volumj stanno come i numeri 4, 6, 9.

Un cono si dice equilatero, quando il suo apotema, ossia

dei raggi o



e
i

Al

e

155
lato & eguale al diametro della base, o in altri termini
quando la sezione sua fatta seguitando I’asse & un trian-
golo equilatero. o

Indicando le superficie an-

zidette dei tre corpi con s, s', s
s", iloro volumi con v, v, v",
e il raggio ce della sfera
con r, per la superficie di d —1
questa, si ha (238. Scolio) . - "
s=lh=rt /
Osservando che I altezza }J{‘
del cilindro & eguale al dia- ?—7\
metro della sfera, e la sua ¢ I3 N

base ad un circolo massimo \_"‘/m
di essa, per Ja sua superficie
totale trovasi (233. Scolio) .
s =2xr @r+4r)=06wrh

Conducendo per I’asse del cono un piano che incontri
la sfera seguendo il circolo massimo ano, e il cono se-
guendo il triangolo equilatero slm, si trova che il triapn-
golo inscritto nao & pure equilatero, e quindi che la retta lm
& il doppio di no, e la retta sa & il doppio di ka. Da cio ri-
sulta (160. Scolio), che al =no=r \/3, sa == 3r. Ora lasuper-
41

ficie totale del cono & (235. Scolio) 2=+ ( ), ossia w¥

({41, nella quale espressione osservando che r essendo
il raggio della base del cono & = al= no=r (raggio della
sfera) X\/ 3, e che il suolato | = 2 al =2 no =2r | 3; cosiche
facendo la sostituzione si ha per la superficie totale del cono
s=nr\/3 (21'\/3—{—1“\/3):9711".
Dunque raccogliendo i valori trovati si ha
sisl s hnwrt i ORrt O,
ossia:
sis s’ k629
1l volume della sfera é dato dalla espressione (238. Scolio
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v =§- =r*, quello del cilindro & ,v'==7;r"a’ (233. Séolib};
fna (iui 6=2r: dunque p’'= 9. r, e Paltra- del cono ¢
(238. Scolio) v = 7:7")(%; ma qui r*==no?® .= (r\/3)’ =

a . S .
3r* ed 3 TS epperd v = 3xps, Raccogliendo si ha
1o it & 3 3 e
v:ovlio ::?nr:2nr:3mj, |
. & . i
ossia v:v':v"‘:v:?:2:3::‘4:_6:9. |

Scolio. La superficie e
medii proporzionali tra quelli
fra foro come 2 5 3 quelli de
pure di questo e del cono,

il volume 'del cilindro sono

Teoria 5.2

S

SEZIONI CONICHE E TRIANGOLI SFERICL
.- 252. Le sezioni ch
in un co
cinque, |

€ con un piano segante possono farsi
110 relto e che percio diconsi sezioni coniche,, sono
e quali generano un triangolo isoscele, un circolo,
una elisse, una parabola ed una iperbola. Dei primi due &
-detto a sufficienza dj sopra: resta che si dica delle altre
tre, che sole propriamente diconsi curve coniche. Poscia se-
guitando I’ordine premesso dei solidi di rivoluzione sj de-
lerminerd ¢io che riguarda gli angoli e triangoli sferici
generati sulla superficie dj una sfera dall’ incontro di archi
dei suoi circoli massimi,

253. Ellisse. Questa o cosi denominata dal vocabolo greco
é'neul.u;, difetto, perche, come in seguito si dira, il quadrato
di'una sua ordinata qualunque non arriva ad eguagliare
il rettangolo formato colle due ascisse ad essa corrispon-
denti, mentre nel circolo quelli sono equivalenti. Essa ¢
generata da una sezjone piana che faccia col lato del cono
un -angolo maggiore di quello che fanno fra loro i due lati
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di esso: & una curva rientrante, ossia chiusa come il circolo,
ha due assi, maggiore e minore, due vertici, che sono le
estremita dell’asse maggiore, due fuochi, che sono deter-
minati dal punto di tangenza di questo con un circolo in-~
scritto fra esso e i due lati del cono, e un centro che ¢ il
punto di mezzo dell’asse maggiore. Cosi se abc sia una
sezione principale, cioé fatta '
seguitando I’asse del cono,
la sezione traversale che
fa I’angolo bpq > bac & una

. ellisse ; pg il suo asse mag-

giore dato dalla interse-
zione dei piani delle due
sezioni, p e ¢ i due ver-
tici, mn ’asse minore per-
pendicolare al precedente,
i punti di tangenza f, f'
i due fuochi, ed o il cen-
tro. Facendo rotare in-
torno all’ asse del cono i
due circoli inscritti si ge-
nerano due sfere, i cui
punti di tangenza col cono
generano unaltro circolo, il
cui piano edg, e'd'y’ pro-
lungato si incontra con quello della elhsse inseds': le per-
pendicolari all’asse dell’ellisse, quah sono s, s'a’, si dicono
direttrici.

254. Sue proprietd. Nella ellisse si hanno tre proprieté\'
principali: 1.° la somma dei raggi vettori, cioé delle rette
condotte dai fuochi ad un punto qualunque della sua curva,
¢ eguale all’asse maggiore; 2.° la distanza delle estremita
dell’ asse minore dai fuochi ¢ eguale alla meta dell’ asse
maggiore; 3.° il quadrato delle ordinate, cioé delle per-
pendicolari alzate dall’asse maggiore alla sua curva, & mi-
nore del rettangolo formato colle due ascisse, ciod coi due.
segmenti di quell’asse dati dal piede della ordinata.
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255. Sua area. L’area dell’ellisse & media proporzionale
fra quelle dei due circolj costrutti sui suoi due assi, presi
come diametri: eppero la sua area ¢ data dalla media propor-
zionale di esse determinate colla solita formola = r2,

256. Parabola. Questa fu, secondo Eudocio nel suo com-
mento al libro primo di Apollonio delle sezioni coniche,
cosi denominata o 700 wapddAhnhoy giva, cioe dall’ es.
sere il suo asse parallelo all’altro lato del cono. Difatti
essa e generata da una sezione che fa col primo lato un
angolo eguale a quello che i due latj formano fra di loro.
Da cio segue che Ia parabola ha un solo asse illimitato,
due rami parimente illimitati, un solo vertice la dove il
diametro divide la curva nei due rami, e un solo fuoco
1a dove succede Ia tangenza del diametro col circolo in-
scritto fra esso e i due lati del cono, ma non ha centro.

257. Sue proprieti. La parabola ha due notevoli pro-
prieta: 1.° i quadrati delle ordinate stanno fra loro sempli-
cemente come le ascisse corrispondenti; 2.° un raggio lu-
minoso, calorifico, sonoro che partendo dal fuoco imbatte
nella superficie parabolica, ne ¢ riflesso parallelamente al-
Passe. La prima di queste proprieta trova la sua applica-
zione nella projezione dej gravi, e la seconda nella costru-

zione di strumenti ottiei, termici, acustici per dirigere quei
raggi senza che sj diffondano, e cosi portarli piu lontani.

258. Area di un suo segmento. L’area di un mezzo seg-

A Lo . .2
mento parabolico & equivalente aj 5 del rettangolo for-

mato colla ordinata ed ascissa ad esso corrispondente; ep-
perd duplicando questo valore si ottiene Purea dell’intiero
segmento parabolico.

259. Iperbola. Questa, secondo lo stesso Eudocio, fu cosi
chiamata a=g 7o umepPadder, cioé dal surmontare il suo
asse il vertice del cono per incontrare alro suo lato pro-
lungata dalla parte dj questo; né pud essere altrimenti,
giacche I’angolo che fa il suo piano col primo lato del
cono ¢ minore di quello che formano fra loro i due lati
di questo. Essa ha due rami eguali ed opposti generati dalla
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sezione di un cono e del suo opposto al vertice, ha un asse
comunc ai due rami, due vertici,
due fuochi, un centro, e due diret-
trici come l'ellisse, mentre la parabola
ne ha una sola, cosi nei due coni
aob, eod opposti al vertice praticando
quella sezione, si hanno i due rami
eguali ed opposti mon m'v'n’, i due
vertici v, ¢/, ’asse comune ss', i due
fuochi f f' ed il centro comune c.
Donde si vede che la sezione genera-
trice Jella iperbola deve essere diretta
in modo da formare eguali quelli due
rami, cioé deve essere parallela al-
V’asse del cono.

Due iperbole si dicono con]ugate,
quando le tangenti ai vertici dei loro
rami formano un parallelogrammo. Cosi e due iperbole,
una delle quali ha per asse ab e l'alira cd, sono conjugate,
come pure questi loro
assi in tale caso di- LA
consi diametri conju- o
gati. Le diagonali zx'

e zz' del parallelo- ¢

grammo prolungate

prendono il nome di \
asintoti, perché co- a 4
munque prolungate
non possono mai in-
contrarsi colla rispet-
tiva curvaiperbolica,
sebbene col loro pro- s

Z an'

30’1

. [
lungamento le si van m nS %

sempre pil accostando. Nella prima iperbola I’asse suo ab
si dice traverso, e 'asse cd dicesi non fraverso, e cosi nella
seconda dicesi traverso il suo asse cd, non traverso laltro
ab. In ogni iperbola han sempre luogo due asintoti, e

T
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quando’ quésti formano fra Ioro angolo retto, essa dicesi
equilatera.

260. Sue proprietd. Questa curva ha le due seguenti pro-

prieta: 1.° gli asintoti, come sopra si & accennato, a mi-

sura che sono prolungati si accostano sempre piu alla curva,
senza poterla mai raggiungere; 2.° la differenza dei raggi
vettori condotti dai fuochi a un punto qualunque della
curva ¢ eguale all’asse traverso, e quindi essa differenza
€ una quantitd costante.

261. Proprietd comuni. Le curve coniche hanno comuni
le seguenti quattro proprieta: 1.° le sezioni coniche sono
simmetriche rispe'tto al loro asse, o assi; 2.° le tangenti
fanno angoli eguali coi raggi vettori condotti al punto di
langenza; 3.° le corde parallele alla tangente che passa
per I'estremitd di un diametro, sono divise da questo in
due parti eguali; £.° il rapporto fra le distanze di un punto

qualunque della curva dal fuoco e dalla direttrice corri--

spondente &"costante.

Lellisse ‘e Iiperbola han questa proprieta comune, che
tutte le rette, le quali passano per il centro e vanno a
terminare da una e dall’altra parte alla curva, sono divise

dal centro in parti egual. In generale pud dirsi che tutte:
le proprieta dell’ellisse si riscontrano nella iperbola, eccet-

tuato leggiere modificazioni tra alcune di esse.

262. Sezioni coniche simili. In generale sono curve coni-
che simili tutte quelle che sono generate da sezioni paral-
lele. Quindi, come tuui i circoli, cosi tutte le parabole sono
figure similiy giacché le sezioni generatrici delle p.irabole
essendo parallele all’aliro lato del cono, sono percid stesso

parellele fra di loro. Invece due ellissi o due iperbole si

dicono simili, quando hanno i loro assi proporzionali; locché
parimente ha luogo soltanto, quando le loro sezioni, gene-
ratrici sono parallele fra loro. Quanto ¢ detto delle para-
bole, dicasi pure delle iperbole equilatere, cioé due iper-
bole equilatere sono sempre simili, perché i loro assi sono
sempre proporzionali.

Le ellissi e le iperbole simili godono di tutte le propneta
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delle figure simili della geometria; cioé le curve stanno come
le linee omologhe, e le aree come i quadrati di queste linee.
Lo stesso dicasi delle parabole, quando si prendano per linee
omologhe i loro parametri, ossia le doppie ordinate che pas-
sano per i loro fuochi: cio¢ le curve paraboliche stanno come
i parametri, e le loro superficie come i quadrati di questi.

263. Angoli e triangoli sferici. Questi sono formati alla su-
perficie di una sfera dall’incontro di archi dj circoli massimi.
Le denominazioni degli angoli e triangoli rettilinei han pur
luogo per gli sferici; ma un triangolo sferico-ha di piu, che
pud essere birettangolo e trirettangolo.

Se due triangoli sferici sono tali che uno sia descritto
dai vertici dell’altro come poli con un raggio eguule al qua-
drante, diconsi polari. In essi ciascun angolo dell’uno & sup-
plementario col lato opposto dell’altro. Cosi se siano i duae
triangoli polari ale, def, 'angolo d
di questo & supplementario col lato
0pposto be dell’altro. Infatti prolun-
gando il lato de fino in o, e il lato
df fino in s, siccome il vertice d m

n
& polo dell’arco b¢, cosi questo ¢ _ ‘
un arco equatoriale e colla sua por- b c
zione os misura ’angolo d; ma os
=+ b¢ = bs -4 co = una semicircon- ¢ °

ferenza, giacché questi due archi sono tagliati coll’apertura di
un quadrante dai poli rispettivi b e ¢: dunque Pangolo d, mi-
surato dall’es, e il lato opposto b¢ delPaltro triangolo valgono
una semicirconferenza, ossia sono supplementarii. Cosi per
gli altri angoli e lati opposti dell’altro triangolo, e viceversa.

264. Loro proprietd. Le proprieta che competono agli an-
goli e triangoli rettilinei, si estendono in gran parte anche agli
angoli e triangoli sferici. Cosi anche gli angoli sferici conti-
gui sono fra loro supplementarii: gli opposti al vertice sono
eguali, essendo una cosa stessa con quelli formati dai piani
degli archi o dalle tangenti al loro vertice: in un triangolo
sferico un lato qualunque & sempre minore della somma
degli altri due e maggiore della loro differenza , giacché

Geometria Elementare, 11
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come archi di circoli massimi di una stessa sfera o di sfere
eguali hanno i gradi della stessa grandezza: in esso a lati
eguali sono opposti angoli eguali, e viceversa; epperd un
triangolo sferico equilatero & equiangolo, e uno equiangolo
¢ equilatero: nel triangolo isoscele I’arco di circolo massimo
condotto dal vertice alla metd della base & perpendicolare
ad essa e divide 'angolo del vertice per meta: in due trian-
goli sferici descritti sulla stessa sfera o su sfere eguali hanno
luogo tutti i casi di eguaglianza dei triangoli rettilinei, com-
preso quello dei tre angoli rispettivamente eguali; se poi sono
descritti su sfere disuguali, hanno luogo quelli di similitu-
dine; cosicché i due triangoli potranno essere equivalenti,
ma non mai eguali. !

Essi perd a motivo della particolare loro natura sferica '
hanno in proprio le qualita seguenti: i lati di un angolo
sferico prolungati si incontrano nuovamente formando un
secondo angolo eguale ed opposto al primo: di due angoli
contigui ciascuno & retto, se uno dei due archi prolungato
passa pei poli dell’altro; altrimenti uno dei due angoli &
ottuso, e I’altro acuto: in un triangolo isoscele anche gli
angoli al disotto della base nati dal prolungamento dei lati
sono eguali tra loro; e se i due lati eguali sono un quadrante,
la base ¢ pure un quadrante e maggiore o minore di esso,
secondoche I’angolo opposto & retto, ottuso, o acuto; un
triangolo rettangolo di lati minori del quadrante ha acuti
gli altri due angoli; né pud avere un lato eguale al qua-
drante senza averne anche almeno un secondo ed esser
birettangolo: un triangolo equilatero pud avere i suoi lati
eguali, maggiori, o minori del quadrante; nel primo caso
i suoi tre angoli sono retti, nel secondo ottusi, e nel terzo -
acuti: la somma degli angoli in un triangolo sferico pud
variare da dae a sei angoli retti: ond’¢ che in esso da due |
angoli non si puoé dedurre il terzo. |

265. Per comprendere come nei triangoli sferici abbia luogo
Peguaglianza nel caso dei tre angoli rispettivamente eguali,
basta supporre che @ e b siano i due triangoli, a’ e b’ ilore
triangoli polari. Siccome i lati degli uni sono supplementa-

gi
ra
ot
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rii degli angoli opposti degli altri; cosi Peguaglianza rispet-
tiva degli angoli nei primi importa quella dei lati nei secondi,
e quindi anche degli angoli; e questa a sua volta importa
Paltra dei lati nei primi: dunque, ec. '

Problemi relativi.

266. PropLEMA 1.° Trovare il volume di un tronco di
cono retto a basi parallele.

Questo problema si scioglie in modo simile a quello pra-
ticato (229) per trovare il volume di un tronco dj piramide,
cioé si compie il cono, si cerca la sua altezza, e quella
del cono complementario; per trovar le quali si osserva
che essendo simili i triangoli generatori, i raggi delle basi
¢ le altezze dei due coni sono fra loro proporzionali, cosicché
chiamando 7, ' i raggi delle loro basi,a, a' le loro altezze,
ed @' Taltezza del tronco, si ha:

a:a::r:q
e —a:a i — gt
ma a — a' = o": dunque

’ a" i — gt
alf >< r'

r—r

altezza del cono complementario, alla quale aggiungendo
quella del tronco, si ha I'altezza del cono compito. Queste
due altezze ci somministrano il mezzo di trovare prima i
volumi dei due coni moltiplicando per il loro terzo le aree
delle basi, e poscia il volume del tronco, prendendo la
differenza tra i volumi ottenuti dei due coni.

267. ProsrLema 2.° Data la superficie di una sfera, tro-
vare il suo volume, e viceversa.

Si cerca prima il raggio della sfera per mezzo della for-

mola s = &=r* e poscia il volume per mezzo dell altra
4 . .
v = =7', mettendo in questa il valore trovato del rag-

a' =

gio, portato al suo cubo. Viceversa cercato il valore del
raggio in questa ultima formola e sostituito nella prima, si
ottiene la superficie della sfera.




164

268. ProBLEMA 3.° Trovare il raggio di una sfer
valente ad un cilindro o ad un cono dati.

Chiamando @ il volume del cilindro o cono dato, e met-

tendolo in equazione con quello della sfera, si ha ¢ =
£-~r3 e quindi r = 3 a
3~ e Lz

269. ProBLEMA 4.° Trovare il raggio di una sfera equi-
valente alla somma, oppure alla differenza di due sfere date.

La soluzione si fa come nel problema antecedente, cioé

a equi-

. . . . A .
81 mette la somma o la differenza in cquazione con — w73,

e se ne deduce il valore di r, che ¢ quello del raggio ad-
dimandato.

270. ProBLEMA 5.° Posto che il raggio di una sfera sia
di tre meuri, trovare quello di un’altra quintupla in su-
perficie.

Chiamando ¢ la superficie della sfera, di cui & dato il
raggio, 5a quello della sfera quintupla in superficie, z il
raggio cercato, si ha:

a:ba::3: g

T [/ - |/ = on s

271. Propreys G.° Data una ellisse, o una iperbola, tro-
vare il loro centro. ~

Si conducono due corde parallele comunque dirette, e
per la loro metd si conduce una retta: questa & un dia-
metro (261. 3.9, di cui prendendo il punto di mezzo, si ha
in esso il ceniro dimandato, giacche nella ellisse e
bola il centro divide i diametri per meta.

272. ProbLEMA 7.° Data una curva conica qualunque,
trovare il suo asse.

Siccome Passe divide in due parii simmetriche la sezione
conica (261. 1.9, cosi la sua direzione sard data da una
retta che divide due corde parallele normalmente per meta.

”
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TRIGONOMETRIA RETTILINEA

La Trigonometria (da =piywves triangolo, e pévgoyv mi-
sura) & quel ramo di Geometria che ha per oggetto la riso-
luzione dei triangoli, cioé la determinazione dei loro ele-
menti in funzione gli uni degli altri e la misurazione della
loro superficie; e dividesi in rettilinea e sferica secondoché
si occupa di triangoli rettilinei o sferici. La prima soltanto
propriamente appartiene alla Geometria elementare come
suo complemento ; della quale percid qui si aggiungono le
opportune nozioni.

L. Funzioni circolari. In un circolo le quantitd che nelle
loro variazioni mantengono un rapporto costante, e cosi
servono a determinarsi le une le altre, diconsi funzioni
circolari; e se ne assegnano sei, seno, coseno, tangenle, cotan-
genle, secante, cosecanle, le quali perché servono a valutare
gli angoli e 'area dei triangoli diconsi rette goniometriche
e trigonomelriche.

2. A formarcenc un’idea chiara,
sia Pangolo abc, o arco ac che lo v — S
chiude. Per essila retta ¢n € seno, C
bn coseno, am tangente, os cotan-
gente, bm secante, bs cosecante:
d’onde si vede che il seno di un 4
angolo o arco & la perpendicolare n
abbassata da una estremita di que- ‘
sto sul raggio che passa perlaltra; d

e U NUUS——



166 :
che il coseno & la distanza tra il piede della perpendicolare
predetta e il vertice del’angolo; che il seno é uguale alla
metd della corda che sottende un arco doppio; e che per
due angoli o archi complementarii cid che ¢ tangente, se-
cante di uno, & cotangente, cosecante dell’altro, ¢ che sono
eguali il seno e coseno dell’ uno col coseno e seno dell’altro.
11 seno, tangente e secante sj dicono linee dirette , il coseno,
cotangcente, cosecante indirelte ; le quali possono mutua-
‘mente sostituirsi, di modo che chiamando a e b due archj
complementarii, si ha seno ¢ — coseno b, tangente @ = co-
tangente b, secante ¢ = cosecante b; e viceversa.

Si contano due altre linee trigonometriche, seno-verso an,
coseno-verso oe, che sono la differenza tra il raggio e il
coseno in un angolo e nel suo complementario ; ma di queste
Puso & rarissimo.

3. Variazioni di esse linee. Le linee trigonometriche va-
riano di valore assoluto e dj segno col variare dell’ arco
a cui appartengono; ma conservano cionondimeno sempre
con esso e fra loro un rapporto o valore relativo costante.

Sia il circolo acbd, avente perpendicolari fra loro i due
diametri ab, cd. Preso a per
punto di partenza, chiame-
remo positivi gli archi che
seguono la direzione anc...
e negativi quelli che seguono
la direzione contraria amd...
Stando alla prima, sono po-
sitivi 1 seni e le cosecanti
al disopra di ab, i coseni
e le secanti a sinistra di cd,
le tangenti e le cotangenti, i cui seni e coseni hanno lo
slesso segno; nella posizione e caso contrario quelle linee
50n0 negative. Quindi sono positivi il seno e la cosecante
nel 1.2 ¢ 2.° quadrante, la tangente e la cotangente nel 1.°
e 3.%il coseno e la secante nel 1.°e 4.°; ed esse linee sono
negative negli aliri.

4. In quanto al loro valore assoluto, & chiaro che in a
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Parco essendo nullo, il seno e la tangente sono pur nulli,
il coseno e la secante sono eguali al raggio, la cotangente
¢ la cosecante essendo parallele, non possono limitarsi, ¢
quindi sono infinite. Nel primo quadrante il seno cresce e la
cosccante decresce fino a divenire in ¢ ambedue eguali al
raggio, il coseno e la colangente decrescono fino ad an-
nullarsi, la tangente e la secante aumentano fino ad essere
infinite col divenire parallele e¢’l non potersi per cio limi-
tare; giacché come la cotangente colla cosecante, cosi la
tangente colla secante solo possono limitarsi. Nel secondo
quadrante il seno ¢ la tangente decrescono fino ad annul-
larsi ambedue in b, il coseno cresce e la secante decresce
fino a divenire eguali al raggio, la cotangente e la cose-
cante crescono fino a divenire parallele ed infinite: cioé
esse linee nel primo e secondo quadrante subiscono vicende
opposte, nel terzo come nel primo, ¢ nel quarto come nel
secondo; e cosi di seguito per qualunque estensione dell’arco.

Quanto ¢ detté del loro valore e segno si riassume nel

seguente
Lo~ gl .o %t X 0. J

Arco Seno | Coseno | Tangente ‘:D,%[::;] e- Secante |Cosecante
0° 0 +1 0 cc |+1 ce
90° |41 0 o 0 < |1
180° 0 —1 0 cc {—1 cc
270° | —1 0 o if 0 e |—1
3600 | 0 ‘I +1 0 o |+1 | o
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dal quale si rileva 1.° che il valore del Seno e coseno ¢
compreso fra ~- 1, ¢ — 1; della tangente e cotangente

fra 0 e cc; della secante e cosecante fra - 1 e cc, op-
pure fra — 4 e co; 2.° che le linee dirette fra loro, le in-
dirette fra loro seguono la ragion diretta, queste con quelle
la ragione inversa, giacché debbono necessariamente subire
le vicende dei due archi complementarii a cui apparten-
gono; 3.° che la rapidita dell’aumento e diminuzione segue
quest’ordine, nelle dirette, seno, secante, tangente; ¢ nelle
indirette, coseno, cosecante, cotangente.

S. Relazioni loro. Come nel circolo il raggio, il diametro,
la circonferenza, ’aree; cosi nel quadrante i due archi com-
plementarii e le linee trigonometriche ad essi relative nelle
loro variazioni di grandezza assoluta mantengono sempre
la stessa ragione o rapporto, per cui in funzione di una
qualunque di queste si riesce a determinare le altre.

-Sia il triangolo equilatero nmo formato coi raggi del cir-
colo. Bisecando I’ angole o,
si ottiene il triangolo ret-
tangolo nso. il cui cateto ns
€ meta del raggio; cosicché
dato questo, si ha testo il
seno ns, e quindi il coseno
so per il rapporto dei lati
di esso triangolo: poi dal
rapporto di questi con quelli
del triangolo eao si ha la
tangente ea ¢ la secante eo: e finalmente da questi ultimi
raffrontati con quelli del triangolo pco si ha la cotangente
¢p, ¢ la cosecante po. In linee trigonometriche pertanto si
ha 1.° sen? @ -|- cos.2 ¢ = 1; 2° sec.? g = 1 - tang.? a;
3.2 cusec.? a =1 —+ cot.2 a; &.° sec. ¢ cos. ¢ = 1; B.° tang.

= a; 6.° sen. a cosec. @ = 1: 7.0 cot, g == c0s. a;
M
cos. g sen. ¢
8.2 tan. a cot. g == 1; giaccheé si ha 1.°7ns* +-"50® = no*;

— —_ —_— J— — R no S0
2° ea® +- a® = go*; 3.0 pe? - cot =po?; 4.° o =

— Pt A ed A1

-~
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no 918_7060_871'800& co

5o 22— E; O ; .

ao 0 PO co cp $0 ao cp -
Le quantith della &2, 6.2, 8.3, il cui prodotto & 1, si dicono
reciproche ; la 4.% si identifica colla 6.2, la 5.2 colla 7.%, cam-
biando le linee dirette colle indirette.

6. Per mezzo di queste espressioni, quando sia data una
delle anzidette sei linee trigonometriche, in funzione di essa
facilmente si giunge a determinare il valore delle alire cinque.
Cosi se sia dato, per esempio, il seno, colla 1.* si ottiene

= o} 5

cos. = /1 — sen.’; colla 4.2 tap. = VT —sen? s—e_n.sen 55 colla 7.2
1 — 2 1
cot. = K—?e—ns—erl—-; colla 5.2 sec. m; colla 6.*
1
cosec. = ——.
sen.

1. Riduzione degli archi al 1.° quadrante. Si di questo nome
alla operazione mercé cui si riesce a determinare, per un
arco dato qualunque, un altro arco compreso nel 1.° qua-
drante che, fatta astrazione dai segni, ha con quello le stesse
linee trigonometriche.

Per eseguire questa riduzione, si comincia a toglicre dal-
I'arco dato tutte le semicirconferenze che possa contenere;
se il resto & minore di un quadrante, il problema ¢& sciolto,
cioé l'arco dato ha con questo arco restante le stesse linee
trigonometriche ; se poi quel resto sia maggiore di un qua-
drante, allora I’arco cercato si ha nel supplemento. Cosi se
Parco proposto abbia la sua origine .in a (fig. penultima)
¢ termini in n, esso stesso & 'arco che si cerca; se ter-
mini in 2/, quello & 'arco supplementario #'b; se in w’,
desso & I’arco restante bm'; se in m, questo & dato dal sup-
plementario am; e cosi di seguito con o stesso ordine per
qualunque termine. I chiaro, che questi hanno nel 1.° qua-
drante per loro rappresentante 'arco an. In generale sif-
fatta riduzione si esprime colla formola

x = 2k=w % a,

nella quale 2 & I’ arco da ridarre, 2= un numero pari di
2
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semicirconferenze, k il suo piu gran multiplo, ed ¢ ’arco -

restante minore del quadrante. Quando Parco dato & minore
di una circonferenza, la quantita 2k = in parte o anche in
tutto resta nulla.

Allo stesso modo si risolve il problema reciproco, cioé
trovare tutti gli archi che possono avere una stessa linea
trigonometrica data. Sia, ad esempio, dato il seno ns: &
chiaro che ad esso corrisponde primieramente arco an, e
poi tutti quelli che sono formati, con aggiungere ad esso
un numero qualunque di circonferenze. Se I’ arco cercato
fosse ann’, oppure ann’m'm, siccome quello & eguale a = —a,
€ questo a 2= — a, cosi la loro espressione sarebbe

Z=2kn + (% — qa)

&= 2k% — q,
le quali in sostanza si riducono a quella prima, colla sola
differenza che per il primo di questi due archi la quantita
2kw, e per il secondo il multiplo % in essa sarebbe nullo.

8. Formole per Vaddizione , sottrazione moltiplicazione e
divisione degli archi; o in altri termini, per risolvere il se-
guente problema: Dato il seno e coseno di due archi dis-
uguali, trovare il seno e coseno della loro somma e della
loro differenza; e dato il seno e coseno di un arco, trovare
il seno e coseno di un suo multiplo qualunque e della sua
meta.

Per comprendere come si risolva questo problema, e si
ottengano le formole addimandate,
sia il quadrante de. Chiamando « il
suo arco dm, e b 'altro mn, che
¢ eguale ad mn', & chiaro che dn
e la loro somma, a -+ b, e dn’ &
la loro differenza, @ — b. Or con-
ducendo le perpendicolari nr, sq,
mp, #'f, e le parallele ¢s, ¢'n’ al lato
od, si ha:

ns
80

sen. a = mp sen. b
€0S. @ == po cos. b

Ril

5q

q0

ne

sC

de

pe
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Ritenendo che i triangoli ncs, s¢'n’ sono eguali, si trova che:

sen. (@ -+ b) = nr = nc -+ 8¢

cos. (@ -+ b) or = 0q — rq = ¢S
sen. (@ — b) =p'f = sq — s¢’ = nc
coS. (@ — b) = of = oq + ¢f = n'¢' = ¢s.
Dai triangoli simili mpo, sqo si ha:
m, 50 .
$q :mp :: s0 : mo, donde sq = ~%— = sen. a cos. b;
0o X so
qo : po :: so : mo, donde qo == _p__>%_ == €08. ¢ cos. b.
m
Dai triangoli simili mpo, ncs si ha:
0 ns
ne : po it as : mo, donde nec = 72—55)—— = ¢0S. ¢ sen. b,
m; ns
s¢ : mp :: ns : mo, donde s¢ = Lﬂé—- = sen. a sen. b.

Sostituendo nelle equazioni della somma e della differenza
dei due archi questi valori trovati, si ha:
sen. (¢ -+ b) = cos. a sen. b -~ sen. a cos. b
cos. (@ -+ b) = cos. a cos. b — sen. a sen. b
sen. (@ — b) == sen. @ cos. b — cos. a sen. b
cos. (@ — b) = cos. a cos. b - sen. a sen. D.
Se si faccia nelle due prime b = a, si ottiene:
sen. 2a = 2 sen., a €o0S. @
cos. 2¢ = co0s.>a — sen.?a.
Se nelle stesse si faccia b = 2a, si ottiene:
sen. 3@ = co0s. ¢ sen. 24 ~ sen. a cos. 2a
coS. 3a = cos. ¢ cos. 2¢ — sen. a sen. 2a.
Procedendo di tal modo si riesce ad ottenere le formole
per un multiplo qualunque.
Se poi nelle formole pel seno e coseno del doppio arco
a

g si ottengono le seguenti:

si cambia a in

a a
—_ 9 — =
sen. a 4 sen. 9 Cos. 3

=

€0s. @ == c0S.? — — sen.?

[®

10| &

)

¥
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che servono per trovare il seno ¢ coseno della metd di un
arco, di cui sia dato il seno e coseno.

9. Tavole di seni e coseni. La loro costruzione poggia sui
principii seguenti: 1.° arco minore di un quadrante &
maggiore del suo seno e minore della sua tangente ; 2.° nel
suo decrescere segue una proporzione pi rapida che il
seno; 3.° il suo rapporto con esso & sempre minore del-
'unitd, alla quale va col suo decrescere continuatamente
accostandosi senza poterla raggiungere, perché al momento
di conseguire un tale rapporto, si annulla; 4£.° la sua dif-
ferenza col seno ¢ sempre minore della quarta parte del
3

suo cubo, cosicché arco a — sen. g < arco %

10. Come si ¢ gia veduto, tutti gli archi si posson ri-
durre al primo quadrante, e percid basta conoscere le I-
nee trigonometriche degli archi compresi fra 0° e 90°; ed
anzi, siccome due archi complementarii, come (45° - a) e
(45° — a), che insieme formano 90°, hanno le medesime
linee trigonometriche, le tavole possono limitarsi agli archi
compresi tra 0° ¢ 45° del primo quadrante: dj modo che
quando sia dato il seno e coseno, si potrd in fanzione di
essi ottenere per mezzo delle formole sopra (5) stabilite il
valore delle altre quattro linee trigonometriche.

11. A comprendere come possono costruirsi queste tavole,
supponiamo che sia dato il seno di un arco dj un minuto:
¢ chiaro che facendone i multipli si arriverebbe a formare
anche quella dei gradi fino a 45° lo che basterebbe anche
per archi di gradi qualunque.

Tutta dunque la difficolta consiste nel trovare il seno di
un arco di un minuto. Ma la geometria per averlo ¢i som-
ministra la proporzione

180 X 60 :1::%: 2
donde x = 0,00029088820, ¢ approssimativamente z— 0,0003;
¢ secondo il 4.° principio, prendendo il quarto del suo cubo,
si_avrebbe per la differenza dell’ arco sul seno tutto al
piu 0,000000000007, cioe prendendo I’arco per il seno, o
questo per quello, si commette soltanto un errore minore

B R

|
|

~e
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di un’unith dell’undecimo ordine decimale, onde & che quel
valore del minuto fino a questo punto & buono.

12. Nelle tavole, invece delle linee trigonometriche, si
esprime con logaritmi il loro valore, intorno ai quali giova
osservare che il seno e coseno da 0° a 90° la tangente
da 0° a &5°, e la cotangente da 45° a 90°, esscndo minore
del raggio, ossia dell’unitd, i loro logaritmi sarebbero ne-
gativi; ma per renderne positiva la caratteristica, Vi si ag-
giunge 10, per artificio di calcolo, come nei complementi
aritmetici, di che in definitiva si deve tener conto.

13. Siccome nei calcoli ordinarii le tavole del La-Lande
sono sufficientemente esatte, e &’ altronde sono assai co-
mode, cosi vediamone la disposizione e il modo di usarne.
Contengono i logaritmi a sette decimali pei seni, coseni,
tangenti, cotangenti di minuto in minuto da 6° a 90°; ma
non comprendono le secanti e cosecanti, perché di esse
non si suole far uso, e d’ altronde essendo reciproche col
coseni e seni (3), hanno comuni con questi i loro logaritmi;
e cosi anche le tavole restano piu semplici.

Sono divise in sei colonne verticali, la prima ed ultima
delle quali contengono 1 minuti; quella da 0’ a 30' nclla
pagina a sinistra, da 30 a 60’ nella pagina a destra; que-
sta da 0' a 30" nella destra, e da 30" a 60" nella sinistra in
ordine inverso, cioé contati nella prima di esse colonne

~ dallalto in basso, e nellultima dal basso in alto. Delle quat-

ro intermedie le prime due sono segnate in cima seno, lan-
gente, in fondo coseno, cotangenlte per i gradi da 0° a 45°; ¢
inversamente le altre due per quelli da 90° a 45°. Ksse
sono interpolate da altre pure verticali, che segnano la
differenza tra due logaritmi successivi, detta percio tabolare.

14. L’uso delle tavole si riduce a risolvere il seguente
problema: Dati i gradi, i minuti ¢ i secondi di un arco
minore di 90°, trovare il logaritmo delle sue linee trigono-
metriche; viceversa, dato il logaritmo di esse linee, tro-
vare i gradi, minuti e secondi del loro arco.

Ciascuna parte di questo problema pud presentare due
casi, cioe che i dati si trovino, oppure non si trovino
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nelle tavole. Nel primo caso la soluzione si ha immediata-
mente dalle tavole: cosi dato il seno di 32° 2
come & detto, 32° in alto nelly
marcata seno, e 27/

7', cercando,
prima colonna orizzontale
nella prima verticale discendendo, si
trova corrispondere ad essi jl logaritmo 9,7296211; vice-

versa dato log. cos. = 9,9319213, si trova in alto 31° ¢
nella ultima colonna verticale della pagina a sinistra ascen-
dendo si trova 45

Nel secondo caso, che suole essere ] piu frequente, perche,
oltre i gradi e minuti, sono dati anche i secondi o solj o
accompagnati da decimali, si astrae momentaneamente da
questi, cercando il logaritmo pei gradi e minuti, come nel
primo caso; poi pei secondi e loro decimali si completa me-
diante la proporzione 60:n:: d - 2, dove 60 & un minuto
ridotto a secondi, n il numero trascurato, d la differenza

. n
tabolare, ed x il complemento cercato =

. L’ opera-
zione, ad esempio, per seno 37°5' 9”, si dispone nel modo
seguente:
Log. sen. 37° 5 = 9,7803000
4 Lol
.’1;=L>§—fl=9 ><,16A ==L 251
60 60

Dunque log. 37°5'9" — 9,7803251.

Viceversa quando il logaritmo proposto non si trova con
tuttiisuoi decimali nelle tavole perché il suo arco comprende
anche i secondi, si fa la proporzione d :§::60: z, nella
quale § ¢ la differenza tra il logaritmo proposto e I'imme-
diatamente pit grande dei due che lo comprendono. Cosi
disponesi 'operazione:

Log. proposto sen. x = 9,8750492

Per 10g............ . 9,8750142 — 48° 3y
Dif. ..o Ceerr... 350

3360 350 60
Per g =250 S0 X60 L
e d 1114

Dunque log. sen. Tr=ooiiiiea.. B8 35 19"
15. Principii per Ia risoluzione dei triangoli rettilinei. Essi

rid
di

pe!
lun
tan
3.0
sor
tri
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riduconsi ai quattro seguenti: 1.° Uno qualunque dei cateti
di un triangolo rettangolo & eguale all’ipotenusa moltiplicata
per il seno dell’angolo opposto a quel cateto; 2.° uno qua-
lunque dei due cateti & eguale all’altro moltiplicato per la
tangente dell’ angolo acuto adjacente a quest’ ultimo lato;
3. in un triangolo rettilineo qualunque i seni degli angoli
sono proporzionali coi lati opposti ad essi angoli; 4.° in un
triangolo rettilineo qualunque il quadrato di un suo lato &
eguale alla somma dei quadrati degli altri due lati, meno
due volte il prodotto di questi due lati per il coseno del-
Pangolo che essi formano.

16. Per dimostrare i primi due principii, sia il triangolo
rettangolo ABC; dall’angolo acuto A
come centro con raggio Am, eguale
all’'unitd, descrivasi ’arco mn, il seno
mp, ela tangente no. Dalla similitudine 9

o

dei due triangoli ACB, Amp, si ha: m
CB:mp::CA:Am,

ossia ;

cateto CB : sen A::ipoten. CA: 1, A: pn B

e quindi  cateto CB = ipot. CA X sen A (1.°princ.).
Parimente dalla similitudine dei due triangoli ACB, Aon
si ha:
CB:on::AB: An,
ossia cateto CB : tang. on :: AB: 1,
e quindi cateto CB = AB X tang. A. (2.° princ.)
Cio che si ¢ dimostrato del cateto CB. si dimostra in modo
simile dell’altro AB; anzi, siccome nel triangolo rettangolo
gli angoli acuti sono complemento I’ uno dell’ altro, cosi in
quelle relazioni al seno dell’angolo opposto si pud sostituire
il coseno dell’ angolo ad acente, e alla tangente di quella
la cotangente di questo; cosicché si avra:
CB == ipoten. CA X cos. G
CB = AB X cotangen. C.
17. Per dimostrare gli altri due, sia il triangolo obliquan-
golo ABC, dal cui vertice ¢ abbassata la perpendicolare Co.
Questa forma i due triangoli rettangoli ACn, BCn, nei quali
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c per la dimostrazione precedente
7 si ha:
/ CA:Cn::1:sen A
CB:Cn::1:sen. B.
/ Ora i medii di queste due
A = B proporzioni essendo rispettiva-

mente eguali, gli estremi danno: .

CA:CB::sen. B: sen. A.

Se la perpendicolare fosse abbassata dal vertice A, si tro-

verebbe:

AB: AC::sen. C:sen. B.
Si ha dunque generalmente :
(3.° prine.) CA:CB:AB::sen. B:sen.:A :sen. C.
Se la perpendicolare, invece di cadere nell’interno del trian-
golo, cadesse al di fuori, si avrebbero evidentemente i me-
desimi risultamenti.

Finalmente per riguardo al quarto principio per un teo-
rema di geometria (70) si ha:

CB* = CA? - AB* — 2AB X An;
ma il triangolo rettangolo ACn da:
An = CA X cos. A;
dunque sostituendo si ha: (&.° prine.)
CB® = CA* - AB? - 2AB X CA X cos. A.
E facile vedere che se Pangolo A fosse ottuso, caso in cui
la perpendicolare cadrebbe fuori del triangolo, si avrebbe
qui pure lo stesso risultamento.

18. Risoluzione dei triangoli rettilinei. Si chiama con questo
nome I’operazione per la quale da tre dei loro elementi,
tra’quali sia compreso almeno un lato, si riesce a determi-
nare i restanti e 'area di un triangolo rettilineo. £ detto
almeno un lato, perche altrimenti il problema rimarrebbe in-
determinato, quindi capace di una infinita di soluzioni. Sif-
fatta operazione ¢ propriamente Ioggetto della trigonome-
tria rettilinea, e tutto cio che precede ne & puramente una
preparazione.

CGombinando secondo quella condizione a tre a tre gli

let

pr
pr

ced
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elementi di un triangolo rettilineo, non possono occorrere
nei dati che i seguenti quattro casi: 1.° un lato e due an-
goli; 2.° due lati e un angolo non compreso; 3.° due lati
¢ 'angolo compreso; 4.° i tre lati. Nel triangolo rettilineo
rettangolo essendo gid supposto un elemento, che & Pan-
golo retto, i casi detti si riducono ai seguenti: 1.° P’ipote-
nusa e un angolo acuto; 2.° un cateto e un angolo acuto;
3.° ipotenusa e un cateto; %£.° i due cateti.

19. Cominciando da questi ultimi e indicando i lati colla
lettera del vertice opposto, ma minuscola, sia dato:

1.2 b, e C (fig. penult.). Si ha tosto A =90° — C; poi dalla
proporzione b:c¢::1:cos. A, si ha ¢=10 X cos. A; e dalla
proporzione b:a:: 1 :sen. A, si ha e =) X sen. A.

2.° a e C. Si ha subito A=90° — C, come nel caso pre-
cedente; poi dalla proporzione @ :b : : sen. A: 1, si ha

a . .
b= sen Ad© dalla proporzione b :c::1:cos. A, si ha

¢ =h cos. A.
3.2 b ed a. Primamente la proporzione b:a::1 :sen. A
da, per I'angolo A, sen. A = %; quindi C = 90° — A, e

finalmente dalla proporzione bsc::1:cos. A, si ha c=1b
X cos. A.
4.° a e ¢. Prima dalla proporzione ¢:a::1:tangente A

si ha, per I’angolo A; tang. A ='—(c»l{:; quindi C = 90° — A,

e per ultimo dalla proporzione b:¢::1:cos. A, si hal’ipos
c
cos. A’
20. Per riguardo a un triangolo rettilineo obliquangolo
sia dato:
1.° A, b, C. (fig. ultima). I1 terzo angolo B si ha sottraendo
questi due, ossia la loro somma da 180° e gli altri due
lati, a e c, mediante le proporzioni: sen. B : sen. A : : b :
a=w, sen. B : sen. G::b:c:w.
sen. B sen. B
Geometria Elementare, 12

tenusa b =
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2.° a, b, B. Per trovare prima I’ angolo A si fa la pro-

. a X sen. B ¢
porzionea: b::sen. A : sen. B, donde sen, A — ~>~<~—-——

L’angolo A essendo cosi conosciuto, avremo I’angolo C me-
diante la relazione C = 180° — (A 4 B); e quindi si calco-
lera il terzo lato ¢ mediante Ia proporzione sen. A ; sen. G : ;
a - sen. G
gi0= ———_
sen. A

3.° a, C, b. Bisogna dapprima cercare gli altri due an-

goli, dei quali la somma & conosciuta, giacche essa & eguale -

D
a 180° — C; eppero a trovarli basta cercare la loro diffe-

renza, perché due quantita sono conosciute quando se ne |

conosce la somma e la differenza. Or sj ha:
a:b::sen.A:sen.B,
¢ quindi
a-{—b:a—-—b::sen.A-{—sen.B:sen.A—sen.B.
Ma partendo dalla formola tan. ¢ = 3¢ %
COS. @
sen. A - sen. B tan. % (A + B)

(8), si trova che

sen. A — sen. B tan. —;- (A — B);
dunque sostituendo si ha la proporzione
‘ 1
a+b:a-—b::tan.-é~(A+B):tan.-;)—(A——B),=

Z * Z X tan. 72!' (A 4 B); ed essendo questo secondo

membro tutto noto, perche a e b sono dati, A e B sonc
supplemento di C, si potra cosi calcolare la semidifferenza
A —B . . ..

( 3 ), la quale aggiunta alla semisomma da il grande

dei due angoli cercati, e sottrattane da il piccolo.

Gli angoli A e B cosi determinati, avremo il terzo lato ¢
mediante la proporzione

’ @ sen. C
sen. A:sen. C::g: ¢ o=~ Y
sen. A
&.° a, b, ¢. Per cid che ¢_detto nel 4.° principio, si avrebbe

|

|

{u
Li

8¢

fol
de



b - ¢ —a?
2bc

e in pari modo per gli altri due angoli. Ma siccome queste
formole non sono facilmente calcolabili coi logaritmi, cosi ve-
diamo di trovarne altre che non presentino questo incon-
veniente.

Nella formola cos. 2A = cos® A — sen? A (8) sosti-
tuendo a cos.*A il suo valore (1 — sen.t A) (8, 1.9, si ot-
tiene cos. 2 A==1 — 2 sen.? A, e quindi cos. A = 1 —2

1 — A .
sen.? —é,donde sen. % = I/-———QSP—S——— Or sostituendo

a' =" 4 ¢ —2b ¢ X cos. A, e quindi cos. A=

P+c—a si ottien senA
2pc o ouiene sen.g

I — (0 4+ ¢t — a?) 2bc-—-b‘*-——c’+a°.ed
2 be & be ’
9

qui a cos. A il suo valore

osservando che 2bc — b* — ¢?, ossia b® 4~ ¢® — 2be O
Lo A a¥ — (b — o2
— —_—2 L = R A .
= (b ¢)®, si oltiene sen ) I/ ihe .1l nu
meratore della quantitd radicale essendo la differenza tra
due quadrati, potra essere scritto in questo modo @a+b—v¢
X (@—b-c), 0 ancora (@ + b+ ¢ — 2¢) X (@~+ b~ ¢ — 2b);
cosicché facendo (¢ ~+ b ~ ¢) = 2p, si ha @p — 2¢) X

(2p — 20), 0ssia 2 (p — ¢) X 2 (p — b); e quindi scn.—g

e /20— X2 (p~1b__ 4(p—c>(p——b)m
l/ 4 b - 4 be

l/(p - C)bc(p — b). Con questa formola ¢ facile calcolare

I’angolo —%—A,e duplicandone il valore ottener quello di A.

Allo stesso modo si trova quello degli altri due angoli.

21. Area del triangolo rettilinco. Resta a determinare le
formole con cui nei casi e coi dati sopradetti trovare I'area
del triangolo.
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1.° A, ¢, B. Servendoci pei lati delle dette indicazioni
e ch_iamando S lo spazio determinato, ossia area del trian-

golo, per quella del triangolo A B C, si ha S ==-g—>< CD.

C Or dal triangolo rettangolo
CAD siha(1.° princ.) CD = b
sen. A; d’altronde la propor-
zione sen. B:sen. C:: b:¢

0 s . . __C sen. B
(3.° princ.) dd b = o e

TR ¢*sen. Asen B
A \B cosicche S :—5)———‘—'
. D 2 sen. G

ma dall’esser G = 180° —
(A - B) deriva che sen. C = sen. (A - B), perché questi
due angoli assommati sono supplementarii del primo, e gli
angoli supplementarii han comune, epperd eguale il seno:
. . ¢* sen. A sen.B
dunque sostituendo si ha S = 3 sen. (A D) formola
tutta cognita e facilmente calcolabile coi logaritmi.
2.° ¢, A, b. Qui pure per arca del triangolo ABC si
AB ;( CD’ ossia § — & b zenj A
un triangolo in funzione di due lati e I’angolo intermedio
si ha dal semiprodotto dei due lati e del seno fra essi
compreso.
3.° a, b, A. Si comincia a determinare Pangolo C com-
preso fra i due lati a e 0, secondo che si ¢ fatto nel 2.°
caso dei triangoli obliquangoli, ¢ poi si applica la formola

avrebbe , cioeé Parea di

precedente S = a_b__szQ
: .B
4° a, b, c. Servendoci della formola 8 = C_(_l__;&

e sostituendo in essa a sen. b il suo valore trovato nel %.°
caso dei triangoli obliquangoli, si ottiene

S=ypp—0p—1@E-—o,
dove p indica il semi-perimetro del triangolo, ossia la



semi-somma dei tre lati; cosicché, per aver area del trian-
golo in funzione di questi, si prende la semisomma dei
lati, la differenza di ciascun lato da questa, si fa il pro-
dotto della semisomma ¢ delle tre differenze, da questo si
estrae la radice quadrata, e con ci0 si ha il valore nume-
rico dell’area del triangolo.
22, Applicazioni. La risoluzione dei triangoli reltilinei ha
la sua applicazione in alcune operazioni sul terreno, con
le quali si riesce a determinare delle distanze inaccessibili..
Ne daremo alcuni esempi, che mostreranno come esse ope-
razioni debbono instituirsi.

1.° Sia ¢ un punto inaccessibile,
di cui sivuol conoscere la distanza @
dal punto accessibile b. Si prende
una distanza bc, che non sia trop-
po grande rispetto a quella che
si vuol trovare, acciocché gli an- 377X
goli che si avranno a misurare non — | —
restino troppo acuti; dai punti bec¢ .
si prendono le visuali al punto a; b c
si avrd cosi il triangolo rettilineo
abe, di cui misurando il lato b¢c e i due angoli ad esso adja-
centi, si hanno i dati sufficienti per determinare la distanza
proposta di e da b.

2.° Sia ec un’altezza inac-
cessibile sopra I’orizzonte, la ¢
quale si vuol misurare. Sup-
ponendo cheilpiede a di quel-
Paltezza sia accessibile, e il
terreno sensibilmente piano,

si prende una base ab, e da (8)
ﬁ

N

quest’ultimo punto si prende
una visuale al punto ¢: misu-
rando quella base e gli angoli
adjacenti si hanno i dati per
conoscere la supposta inacces-
sibile altezza.




3.° Siano @ e b due punti

ﬁ‘[ 7:% inaccessibili; si vuol conoscere
la distanza che si trova fra di

SN . . .

Q essi. Si misura sul terreno la

\\\_ '~ Dbase cd, gli angoli che essa fa
— f:olle ‘rlsp:{ll_ tratt(? ai due punti

c d Inaccessibili, e si hanno cosi

gli elementi bastanti per risol-
vere i due triangoli acd, bed; con tale risoluzione si viene
a conoscere le due distanze da, db; cosicche, misurando
ancora P'angolo intermedio adb, si viene a conoscere il
terzo lato ab, ossia la distanza dimandata.

In simile maniera si sciolgono con operazioni sul terreno
e i mezzi sopra esposti di trigonometria rettilinea gli altri
problemi di quella medesima specie. Si osserva che la loro
soluzione coi mezzi trigonometrici essendo fondata sulla
teoria della proporzionalita delle linee retie e della simili-
tudine delle figure rettilinee, ossia dei triangoli, pud essa
anche ottenersi col mezzo di quest’ultima teoria nella geo-
metria elementare,

In

In
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